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Luku 1

Johdanto

1.1 Miti on lineaarialgebra?

Lineaarialgebra tutkii vektoreita, lineaarisia kuvauksia ja lineaarisia yht#dloéryhmia. Li-
neaarialgebran keskeisia tyokaluja ovat vektorit ja matriisit. Vektori- ja matriisimerkin-
nét helpottavat ja selkeyttdvit monia asioita. Esimerkiksi monen muuttujan differentiaa-
lilaskennan maéritelmia ja tuloksia on helppo esittdd matriisien ja vektorien avulla. Line-
aarialgebra tarjoaa menetelmid yhtdloryhmien ratkaisemiseksi. Lineaariset yhtdloryhmét
ovat tarkeitd useissa sovelluksissa. My0s silloin, kun mallinnettava ilmi6 on epélineaarinen,
voidaan péadtya lineaarisiin yhtéloihin linearisoimalla alkuperdinen malli.

Tarkastellaan paria johdattelevaa esimerkkié.

Esimerkki 1.1.1. Mité voit sanoa ratkaisujen ma#rasté ja olemassaolosta yhtalolle ax =
b, missd x € R on endogeeninen muuttuja ja a,b € R?

Jos a # 0, niin ratkaisu on x = b/a. Jos a = 0, niin ratkaisu on olemassa jos b = 0 ja
talloin ratkaisuja on ddrettomén monta. Jos b # 0, niin yhtilolla ei ole lainkaan ratkaisua.

Esimerkki 1.1.2. Ratkaise yhtélopari

200 +x9 = 1
T +x9 = 3.

Alemmasta voidaan eliminoida x, jolloin saadaan o = 3 — 7. Tdmé& voidaan sijoittaa
ylempéén, jolloin 2z + 3 — 1 = 1, mistd saadaan z; = —2 ja edelleen x5 = 5.

Esimerkki 1.1.3. Ratkaise yhtdlopari

5.’131—31‘2 = -1
10%1—2%2 = 2.
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Eliminoidaan alemmasta xo, eli xo = 5x1 + 1 ja sijoitetaan ylempéin. Saadaan 10x; —
2(5x1 + 1) = 2, mistd —2 = 2, eli yhtéloparilla ei ole ratkaisua.

Yleinen lineaarinen yhtéloryhmé on muotoa

a11T1 + a1 + ... + aipntn, = b1
b2

ag21x1 + 2922 + ...+ A2p,Ty

A1 + QmaXo + ...+ GpnTn =  bp,.

Y14 olevassa yhtéloryhméssd on m yhtdloa ja n tuntematonta. Huom. tuntemattomia
muuttujia ovat tassd x1,...,x, € R, joita sanotaan my6s endogeenisiksi muuttujiksi. Lu-
vut a;;,b; € R ovat eksogeenisia muuttujia (tai parametreja). Yhtéloryhmén toteuttavaa
lukujonoa (z1,...,x,) sanotaan yhtéloryhmin ratkaisuksi. Huomaa, ettd tdmé yhtdlo-
ryhmé on lineaarinen sen takia, etté siind eksogeenisista muuttujista esiintyy vain niiden
lineaarsia funktioita. Esim. yhtald ax +bry +cy = d? ei ole lineaarinen z:lle ja y:lle termin
xy takia.

Erddné tavoitteena on analysoida seuraavia kysymyksid. Milloin yhtéloryhmélla on rat-
kaisu? Montako ratkaisua yhtéloryhmalld? Miten ratkaisu voidaan laskea?

1.2 Esimerkki markkinatasapainosta

Analysoidaan kysynti- ja tarjontakehikossa kahden tuotteen tasapainohintoja ja -mééaria.
Tuotteiden kysynnét ovat muotoa:

Qf = K; Py PyeY i, i =1,2.

Ylla Q? on tuotteen ¢ kysytty méaréd, P; on tuotteen ¢ hinta, Y on tulotaso, ja K; koko-
aa kaikki analyysin ulkopuolistet muuttujat (eksogeeniset muuttujat), jotka vaikuttavat
kysyntdan. Tulkitaan parametrit o;; ja 8; mikroteorian aineopintojen mukaisesti: o;; on
tuotteen ¢ kysynnén jousto tuotteen j hinnan mukaan. Siis esimerkiksi a;; on tuotteen
hintajousto oman hinnan mukaan ja ajs on tuotteen 1 ristihintajousto. 8; on tuotteen ¢
kysynnén tulojousto. Mitd etumerkkeja odotat joustojen saavan?

Tarjontafunktiot tuotteille riippuvat vain omista hinnoista (ja tdméin markkinan ulkopuo-
lisista tekijoistéd): Qf = M, P}, i = 1,2 Tulkinta ~;:lle on tarjonnan hintajousto. Tasapai-
nossa kysynté kohtaa tarjonnan Qf = Q7,4+ =1,2. Toisin sanoen mallissa on kuusi yhtalod
kuudelle tuntemattomalle. Malli on melko monimutkaisen n&koinen, mutta sitd voi yk-
sinkertaistaa huomattavasti muuttujanvaihdoksella. Merkitiin ¢f = InQ¢, ¢f = InQs,
pi=InP,y=mnY, m;=InM,;, k =InK,.

Ottamalla logaritmit puolittain mallin yht#loisté, voidaan tasapainoehdot kirjoittaa muo-
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dossa: kaikille 7 € 1,2

@@ = ki+aupi + aiyp; + By,
g = mi+yp,
@ = dq

Niin mallin tasapainoehdot saatiin lineaariseksi yhtéloryhméksi. Sijoittamalla ensin kol-
mannesta yht#losta toiseen ja sitten ensimméisesté toiseen saadaan:

ki + quipi + cijpj + Biy = mi +vipi i € {1,2}
Huom. osittaisen tasapainon malleissa, kuten tédsséd, y oletetaan eksogeeniseksi, jolloin

ainoat tuntemattomat ovat hinnat p; ja ps.

Kirjoitetaan malli edellé esitettyyn lineaarisen yhtaloryhmén ”standardimuotoon”

(@11 —7)p1 +o12p2 = my— ki — By
a21P1 +(aog —y2)p2 = mo — ko — Pay

Kun opimme kdyttdméin matriiseja, tulemme huomaamaan, ettd tdama yhtdlo olisi kir-
joitettavissa muodossa

a11 — M al2 pr\ _ (m1—ki— Py (1.1)
Q2 Q11— b2 ma —ky — By )’ '

Y14 oleva malli on esimerkki lineaarisesta mallista ja sen ratkaisu saadaan helposti esi-
merkiksi ratkaisemalla p; ensimmaéisestéd yhtéalosta ja sijoittamalla ratkaisu alempaan yh-
taloomn, jolloin
my — k1 — iy — a12p2
ajl — 7

p1 =
ja sijoittamalla alempaan

_mag — ko — oy — asipr
B Q22 — 72
mo — ko — Bay — a1
Q22 — 72
(11 — 1) (ma — ka2 — Bay) — aa1(my — k1 — B1y — a12p2)
(11 — 71)(a22 - 72) — 12021

b2

mi—ki—B1y—ai2p2
11—

Sijoittamalla tdmé& p;:n lausekkeeseen saadaan p; ratkaistua.

Edella esitetty ratkaisutapa on nimeltééin suora sijoittaminen tai suora eliminointi (direct
elimination). Huomaa kuinka monimutkaista ja virhealtista ratkaiseminen téllaisella suo-
ralla sijoittamisella on. Jos kyseessd olisi 3,4 tai 5 hyodykkeen markkina, tehtédvéé olisi
mahdotonta ldhestyd nain. Tulemme jatkossa huomaamaan, ettd parempia menetelmis
yhtaloryhmien ratkaisemiseksi on tarjolla.



Luku 2

Vektorit

Kerrataan aluksi mitéd tarkoitetaan joukkojen karteesisella tulolla. Joukkojen X; ja X,
karteesinen tulo on joukko

X1 x Xo={(z1,22) : x1 € X1, 22 € Xa}.
Vastaavasti joukoille X1, Xo, ..., X,;
X1 x Xox - Xp={(z1,22,...,25) :x; € X1, 1=1,2,...,n}.

Jos edelld olevassa karteesisessa tulossa X; = X kaikilla¢ = 1,...,n, merkitddn karteesista
tuloa joukolla X™.

Reaaliarvoiset vektorit voidaan ymmértdd R:n karteesisen tulon alkioina. Tasovektorit
kuuluvat joukkoon R2, missd R? on joukon R karteesinen tulo itsens# kanssa, eli R? =
{(z1,22) : 1 € R, 22 € R}. Yleisemmit n-ulotteiset vektorit kuuluvat vastaavasti jouk-
koon R" = {(z1,22,...,2y,) : ¢1 € R,... 2, € R"}. Joukkoa R™ sanotaan n-ulotteiseksi
reaaliavaruudeksi tai n-ulotteiseksi Euklidiseksi avaruudeksi.

Maisritelma 2.0.1. Jono x = (v1,%2,...,%T,), missd z; € R, n € {1,2,3,...}, on n-
ulotteinen vektori.

Vektorit voidaan tulkita suuntavektoreina tai paikkavektoreina. Jokainen tason R? vektori
(21, z2) médridd suuntavektorin, joka voidaan esittdé piirtdmélli nuoli origosta pisteeseen
(21, 22). Jos vektorin suuntaa tai pituutta muuttaa, muuttuu piste (z1, z2).

Vektoreille kiytetdian seuraavia merkintoja.
lL.x,yeR" x=yez=yVi=1,...,n
2. x >y jos x; > y;Vija x; > y; jollakin ¢
3. X > vy jos x; > y; kaikilla ¢
Huom. toisin kuin reaaliluvuille vektoreille ei pade, ettd joko x >y tai x <y
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Esimerkki 2.0.1. Olkoot x = (2a + 3b + 5¢,a — 3¢,5b — 3¢) ja'y = (10, —2,2). Tillsin
X =y vastaa yhtaloryhmé&a

2a +3b +b5c = 10
a —3c = -2
5 -3¢ = 2.

2.1 Vektoreilla laskeminen

Vektoreille voidaan médritelld summa ja skalaarilla kertominen. Summa on mééritelty

komponenteittain, eli x,y € R télloin x +y = (z1 + y1,...,Zn + Yn). Summa vektori
voidaan luonnollisesti visualisoida suuntavektoreiden avulla. Skalaarilla kertominen mai-
ritelléiin myos komponenteittain, a € R (skalaari), x € R™: ax = (ax1, o, ..., Qxy).

Skalaarilla kertominen skaalaa (tai kddntiad ja skaalaa) vektoria.

Vektoreilla laskemisessa pétee seuraavat laskusdannot, jotka voidaan todistaa edelld an-
netuttujen summan ja skalaarilla kertomisen avulla.

Lause 2.1.1. Olkoon x,y € R™, ja o, 8 € R. Tdlloin seuraavat ominaisuudet vektoreilla
laskemiselle ovat voimassa.

x+y =y +x (vaihdannaisuus)

(x+y)+z=x+(y +2) (liitinndisyys)

nollavektorille (0,...,0) pdtee x +0 =x

X + (—x) = 0 (vektorilla on aina vastavektori)

ax on R"™:mndn vektori

a(x+y)=ax+ay

(a4 B)x =ax+ fx

a(Bx) = (aB)x

Ix =x

© % RS> G oo~

Koska vektorilla on vastavektori merkitédin x —y = x4+ (—y). Kohta (5) on ilmeinen, mut-
ta se on tarked ominaisuus, joka vaaditaan yleisemmin vektoriavaruuksilta, eli skalaarilla
kerrottu vektori kuuluu aina avaruuteen. Tédméa ominaisuus puuttuu esimerkiksi jos rajoi-
tutaan vektoreihin, joilla x > 0; kyseiset vektorit eivét siis muodosta vektoriavaruutta.

2.2 Sisdtulo ja normi

Maadritelmi 2.2.1. Olkoon x,y € R”, tilloin vektoreiden x ja y siséitulo on x -y =
T1Y1 + Y2 + -+ Tnln

Sisatulolla on seuraavat ominaisuudet.

Lause 2.2.1. Olkoon x,y € R" ja o € R. Talloin
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Jos x - y = 0 sanotaan, ettd x ja y ovat ortogonaaliset.

Madaritelmi 2.2.2. Vektorin x € R™ normi on

||X||:\/X-X=\/l‘%—i-x%—ﬁ-...-i-l‘%.

Normi mittaa vektorin pituutta. Huom. normaalissa tasogeometriassa normi vastaa Pyt-
hagoraan lauseen mukaista kolmion hypotenuusan pituutta, kun kateettien pituudet on
annettu.

Lause 2.2.2. Olkoon x,y € R” ja o € R. Normilla on seuraavat ominaisuudet.
1. ||x|| >0ja|x||=0=x=0
2. |lax]|| = [ [Ix|
3. x4yl <|Ix| + |yl (kolmioepdiyhtils)

Sisdtulolle ja normille pétee lisiksi nk. Schwarzin epéyhtils |x - y| < ||x]|ly |-

Sisétulon ja normin avulla voidaan méérittad vektoreiden vélinen kulma. Vektoreiden x
ja y vilinen kulma £(x,y) toteuttaa yhtilén cos £(x,y) = x-y/(||x]|/ly]l), kun x,y # 0.
Huomaa, etta ortogonaaliset vektorit ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa.

Normin avulla voidaan mééritella vektoreiden vélinen etéisyys; vektoreiden x € R"” ja
y € R” vilinen etéisyys on

e =yl = [> (@ — )%
i
Téamén kaltainen etédisyyden mittaaminen on térkedtd esimerkiksi ekonometriassa kun
sovitetaan aineestoon mahdollisimman hyviid matemaattista mallia.
Etédisyyden avulla voidaan mééritelld pisteille ympéaristot. Monet analyysin tuloksista ovat
luonteeltaan lokaaleja, eli patevit annetussa pisteen ympéristossa tai laheisyydessa.

Msissritelmi 2.2.3. Pisteen x € R™ avoin e-ympéristd on

Ne(x) ={y: ly —x[| <e}.

2.3 Hypertasot ja puoliavaruudet

Yhtalo axy + bz = ¢, a # 0 tai b # 0, kuvaa suoraa tasossa. Esim. kun b # 0 saadaan
x9 = —ax1/b+ ¢/b, eli kyseessd on (z1,z2) tason suora jonka kulmakerroin on —a/b.
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Tamé antaa myo6s geometrisen tulkinnan yhtédloparin ratkaisulle. Yhtaloparin

ary +bry = e
cxy+dry = f

ratkaisu on kahden suoran leikkauspiste. Ratkaisua ei ole jos suorat ovat yhden suuntaiset
(ja toisistaan poikkeavat). Ratkaisuja on #drettomésti, jos suorat ovat samat. Muuten
ratkaisu on yksikésitteinen. Tulkinta yleistyy jossain mé&drin myods useampiuloitteisille
veltoreille.

Tason R? suoran luonteva yleistys R™:ssé on hypertaso. Huom. R3:n hypertaso on taval-
linen taso.

Massritelma 2.3.1. Vektorin p € R” ja skalaarin o € R méardamé hypertaso on joukko
{xeR":p-x=a}.

Hypertaso voidaan mééritelld myOs sen normaalin p ja yhden hypertason vektorin y
avulla. Hypertason muodostaa ne vektorit x, jotka toteuttavat yhtélon p - (x —y) =
0. Huomaa, ettd p on siis ortogonaalinen kaikkia vektoreita x — y vastaan. Siksi p:td
kutsutaan tason normaaliksi.

Hypertason yld- ja alapuolisia joukkoja kutsutaan hypertason méa#raamiksi puoliavaruuk-
siksi. Hypertason {x € R" : p-x = «} méirittdméit avoimet puoliavaruudet ovat
{xeR":p-x>a}ja{x € R": p-x < a}. Vastaavasti suljetut puoliavaruudet
ovat {x eR":p-x>a}ja{xeR":p-x<a}.

Esimerkki 2.3.1. Oletetaan ettd x € R™ kuvaa kuluttajan hytdykekoria ja p € R™ ku-
vaa hyodykkeiden hintoja. Kuluttajan teoriassa budjettiyhtdlo >, p;z; = w méérittad
hypertason. Téssd w on kuluttajan varallisuus. Hypertaso voidaan kirjoittaa myds muo-
dossa p - x = w. Kuluttajan budjettijoukko on puoliavaruuksien {x € R" : p-x < w} ja
{xeR":x; >0},i=1,...,nleikkaus {x e R" :p-x <w,z; >0,i=1,...,n}.

2.4 Lineaarinen riippuvuus ja kanta

Maaritelldan aluksi vektoreiden lineaarikombinaatiot.

Maaaritelmé 2.4.1. Vektoreista x1, Xa, - - - , X muodostettu uusi vektori ay1x; + aoxo +
-+« 4 agXxp on vektoreiden X1, ..., X} lineaarikombinaatio.

Lineaarisella riippuvuudella tarkoitetaan sitéd etté joukko vektoreita voidaan esittdi tois-
tensa lineaarikombinaatioina.

Maaaritelma 2.4.2. Vektorit ovat lineaarisesti riippuvia jos ayx1+asXo+- - -+agpxp = 0
joillakin kertoimilla aq,....ax joista ainakin yksi poikkeaa nollasta.

Madaritelma 2.4.3. Jos a1x; + asXs + -+ + axXx = 0 vain jos «; = 0 kaikilla ¢ niin
vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia
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Tulemme havaitsemaan, ettd lineaarisen yhtdloryhmén ratkaisujen méérd on yhteydessé
lineaariseen riippuvuuteen. Esim. johdannon viimeisesséd esimerkissé lineaarisen riippu-
vuuden avulla voidaan selittda miksi ratkaisuja ei ole.

Massritelma 2.4.4. Vektorit xy, ..., X, muodostavat avaruuden R™ kannan jos ne ovat
lineaarisesti riippumattomia.

Kannalla on seuraavat ominaisuudet:
1. R™:n kannassa on aina n vektoria
2. miké hyvansd R™:n vektori voidaan esittda kantavektoreiden lineaarikombinaationa
ja tdmé esitys on aina yksikésitteinen.
Jos y:n esitys kannassa Xi,...,X, on'y = 21 a;x; luvut aq,...,a, muodostavat y:n
koordinaatit kyseisessd kannassa.

Avaruuden R”™ luonnollinen kanta on vektoreiden e;, i = 1,...,n, muodostama kanta,
vektorin e; kaikki muut alkiot ovat nollia paitsi i:s joka on yksi.

2.4.1 Vektorialiavaruudet

Luvussa 2.1 kdytiin 14pi ominaisuudet, joita vektoreilla on, eli niiden yhteenlaskun ja ska-
laarilla kertomisen sédnnot. Yleisesti joukkoa, jolla vastaavat laskusdannot ovat voimassa,
eli yhteenlasku ja skalaarilla kertominen sanotaan vektoriavaruudeksi. Huom. V' on siis
vektoriavaruus, jos skalaarilla kerrotut V:n elementit ja yhteenlasketut vektorit ovat yha
V:n elementtejé.

Miassritelmé 2.4.5. Joukko V' on R™:mnnén vektorialiavaruus, jos x +y € V kaikilla
x,y € Vijaax eV kaikillax eV jaa e R.

Esimerkki 2.4.1. Tarkastellaan joukkoja Vo = {(x1,22,0) : 21,29 € R} ja V; =
{(x1,22,1) : 21,22 € R}. Geometrisesti Vj esittdd (z1, x2)-tasoa avaruudessa ja V; tois-
ta samansuuntaista tasoa. Voimme huomata, ettd néistd Vy on vektoriavaruus, koska
r1,x2 € Vg, implikoi, ettd 1 + 22 € Vg ja ax € V) kaikilla a € R. Joukko V; ei ole
vektorialiavaruus. Erityisesti havaitsemme, ettd 0 ¢ V;. Huom. 0 kuuluu aina vektoriali-
avaruuteen.

Vektorialiavaruudet ovat siis R™:nnén osajoukkoja, jotka ovat vektoriavaruuksia kuten
R™.

Esimerkki 2.4.2. Hypertaso joka kulkee origon kautta, eli vektorit x, jotka toteuttavat
yvhtélo p - x = 0 muodostavat vektorialiavaruuden.

Voimme mééritelld vektorialiavaruuden kannan samoin kuten aikaisemmin, eli vektorei-
den on oltava lineaarisesti riippumattomia ja niiden lineaarikombinaationa on pystyttava
esittdmé&dn koko vektorialiavaruus.
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Masassritelma 2.4.6. Vektorit vy, ..., vy muodostavat V:n kannan jos ne ovat lineaari-
sesti riippumattomia ja V ={x e R" :x =Y. oyv;, a; € R, i =1,...,k}.

Yll4 esitetyssd méadritelméssd joukkoa {x € R" : x = >, a;v;, a; € R, i =1,...,k} sano-
taan vektoreiden vy, ..., vy virittdméksi avaruudeksi. Télle joukolle kéiytetdin merkintda
span(vy, ..., Vg).

Kantaa koskee seuraavat tulokset.

Lause 2.4.1. Olkoon V avaruuden R™ vektorialiavaruus. Tdlldin
1. jos V:lld on kanta, jossa on k < n alkiota ja w',...,w™ € V, m > k, niin vektorit
wl ..., W™ owvat lineaarisesti riippuvia
2. jos V:lld on kanta, jossa on n elementtid ja toinen kanta, jossa on m elementtid,
nitn m = n.

Kannan avulla voimme maéaritelld vektorialiavaruuden dimension.

Maasritelma 2.4.7. Vektorialiavaruuden V' dimensio dim(V') on k jos V:n kannassa on
k vektoria.

Esimerkki 2.4.3. Normaalin p # 0 m#iradméin origon kautta kulkevan hypertason
dimensio on n — 1.



Luku 3

Matriisialgebraa

Matriisit ovat keskeisessd asemassa lineaarialgebrassa. Matriisilla tarkoitetaan tietynlais-
ta jirjestettyd taulukkoa lukuja. Matriisien avulla voidaan mééritelld lineaarikuvauksia,
jotka puolestaan ovat térkeitd sovelluksissa, koska niiden avulla mallinnettavia ilmicitéa
on runsaasti. Epélineaarisest mallit puolestaan voi linearisoida, jolloin paddytéaéin tarkas-
telemaan lineaarisia malleja. Lisdksi matriisit tarjoavat ndppérdn tavan merkitd asioita.
Matriisialgebrassa tarkastellaan matriiseilla tehtdvid laskuoperaatiota. Niiden avulla on
mahdollista ratkaista lineaarisia yhtaloitd tehokkaasti ja systemaattisesti.

3.1 Matriisin kisite

Matriisilla tarkoitetaan reaalilukujen a;;, i = 1,...,m, j = 1,...,n muodostamaa jérjes-
tettyd taulukkoa A, joka on muotoa

ail a12 A1n

a21 a22 a2n
A= .

Am1 am?2 Amn

Lukuja a;; sanotaan matriisin alkioiksi. Alkio a;; on siis matriisin ¢:nnen rivin (vaakarivin)
ja jmnen sarakkeen (pystyrivin) leikkauskohdassa sijaitseva reaaliluku. Matriisi on siis
taulukko jossa joka rivilli on sama mééara alkioita ja joka sarakkeessa on sama mairé
alkioita. Matriisista A voidaan kdyttdd myos merkintdd (a;;), ¢ =1,...,m,j=1,...,n,
tal yksinkertaisesti merkintéé (a;;).

Matriisin, jolla on m rivid ja n saraketta, sanotaan olevan m X n -matriisi (lue m kertaa
n matriisi). Tdll6in voidaan kiyttdd tarkempaa merkintitapaa A € R™*"™ A = A, xn
tai (@ij) = (@ij)mxn. Mikéli m = n, matriisin sanotaan olevan neliomatriisi. Toisinaan on
tarpeellista pystyd viittaamaan matriisin riveihin (vaakariveihin) ja sarakkeisiin (pystyri-

14
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veihin). Télloin merkinn&lld A ) tarkoitetaan matriisin A jnnetti saraketta, eli

14

A _ | ¥

Amj
ja vastaavasti merkinnélld A; tarkoitetaan matriisin A 7:nnettéd vaakarivia, eli
Ai=(an a2 - an).
Matriisin j:nnes sarake (pystyrivi) on siis m X 1 -matriisi, jollaisia kutsutaan joskus pys-
tyvektoreiksi tai sarakevektoreiksi, ja matriisin ¢:nnes rivi (vaakarivi) on 1 X n -matriisi,

jollaisia kutsutaan saman logiikan mukaisesti vaakavektoreiksi tai rivivektoreiksi. Naité
merkintdtapoja kdyttiden matriisi A voidaan esittdd myods muodossa

Ay
Ay
A= ) = (A(l) A L. A(n)).
A
Huomaa, ettd R™:n vektorit voidaan tulkita matriiseina: vaakavektori on 1 x n-matriisi ja
pystyvektori on n x l-matriisi. Jatkossa, kun viitataan R™:n vektoriin x = (z1,...,2,),

tarkoitetaan pystyvektoria
T

Tn

Matriisit A, xn ja B,xs ovat samat, eli A,,x,=B«s, silloin ja vain silloin kun seuraavat
kaksi ehtoa ovat voimassa:

1. m =r jan = s (ts. matriisit ovat samaa tyyppié ts. saman kokoisia),

2. Qi = bija kaikilla i, ]
1 -3 4
A= ( 0 5 -2 )

on 2 x 3 -matriiisi, jonka rivit ovat (1 —3 4) sekd (0 5 —2) ja sarakkeet ovat
1 ) 4
0 )’ 5 ]\ =2 )~

3.2 DMatriiseilla laskeminen

Esimerkki 3.1.1. Matriisi

Seuraavaksi médritelldin matriisien laskutoimituksia, joiden huomataan toteuttavan sa-
manlaisia laskusadntéjé, kuin tutut lukujen laskutoimitukset.
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3.2.1 Matriisien summa

Matriisien A ja B summa A+B on mééritelty ainoastaan silloin, kun kyseiset matriisit
ovat samaa tyyppid. Mikali kummatkin ovat m x n -matriiseja, eli

a1 ai2 e A1n bu b12 . bln

a1 a9 e agn . bgl bgg e bgn
A= . . . ja B= . . . ,

Am1 Am2 - Gmn bm1i bmo ... bmn

on summan A-+B i:nnelld vaakarivilld j:nnessé sarakkeessa sijaitseva alkio vastaavassa
kohdassa matriiseissa A ja B sijaitsevien alkioiden summa. Toisin sanottuna A+B=(a;;)+

(bij) = (aij + bij), eli

a1 + bis a2 +biz ... aip+bin

as1 + bay ag2 +bya ... aon +ba,
A+B= .

Am1 + bml Am?2 + anQ e Amn + bmn

3.2.2 Matriisin kertominen skalaarilla

Matriiisin A ja reaaliluvun k tulolla kA tarkoitetaan sellaista matriiisia, joka saadaan
kun matriiisin A jokainen alkio erikseen kerrotaan luvulla k:

kayy  kais ... kaip,

ka21 k’agg . ]{)agn
kA = )

kaml kam2 e kamn

Téssé kohtaa on syytd huomata, ettd matriisien A ja B erotus A-B voidaan laskea nédiden
méiritelmien avulla kirjoittamalla A-B=A+(—1B).

Esimerkki 3.2.1. Olkoon
1 -2 3 . 3 0 2
A‘(4 5—6)JaB_(—718>'

143 240 3+2\ [ 4 -2 5
4-7 541 —6+8 ) 2 )

sa_ (31 3(2 33 N\_(3 -6 9
“\34 3.5 3.(-6) )" \12 15 —18 )"

Tallsin
A+B= (
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2 -4 6 -9 0 -6 -7 =4 0
2A3B<8 10 —12)*(21 -3 —24)(29 7 —36)'
3.2.3 Matriisien laskulait

Suoraan méiritelmien perusteella on helppo ndhdé, ettd matriiseilla laskeminen toteuttaa
seuraavat laskulait, missé on kdytetty merkintaal

0 0 0
0 0 0
0= .

0 0 0
(i) (A+B)+C= A+(B+C), (v) k1(A + B) = k1A + k1 B,
(ii) A+0=A, (vi) (k14 k2)A = k1A + kA,
(iii) A—i—(—A):O, (Vii) (k‘lk‘g)A =k <k2A>7
(iv) A+B=B+A, (viii) 1- A = A.

3.3 Matriisitulo

Matriisien tulo ei ole mééritelty aivan yhté intuitiivisesti kuin matriisien summa tai mat-
riisin kertominen luvulla (ts. matriisien tuloa ei mééritelld alkioittain). Se miksi matriisien
tulo méadritelldsin seuraavalla tavalla, selvidd myohemmin.

Matriisien A,,x», ja B, xs tulo on mahdollista laskea jos ja vain jos n = r. T&lloin mat-
riisissa A on siis yhtd monta saraketta, kuin matriisissa B on riveja. Mik&li matriisien
tulo on maéritelty, tarkoitetaan tulolla AB sellaista m X s -matriisia, jonka ¢:nnella rivilla
jmnessé sarakkeessa on matriisin A ¢:nnen rivin muodostaman vektorin ja matriisin B
jmnen sarakkeen muodostaman vektorin sisétulo. Toisin sanottuna AB=(c;;)mxs, missi

Cij = Ai . B(j) = Zaikbkj-
k=1

IT4llaista matriisia kutsutaan nollamatriisiksi.
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Kirjoittamalla matriisien tulo auki eksplisiittisesti saadaan siis

a1 ai2 e A1n bu b12 e bls
azi Q22 ... Q2pn bor  baa ... Do
AB = . .
am1 Am2 ... (mn bnl bn2 v bns
A,-B®D  A;-B@ .. A, -B®
A, -BD  A,.B@ . A,.B®
A,, B A,, B® A,, B
Shoi bt Y op_qaikbre ... Dop_q @1kbks
Sonet Gokbrr Y op_q askbre ... Do aokbrs
ZZ:I amkbkl ZZ:l amkka .. ZZ:l am,kbks

Esimerkki 3.3.1. Tarkastellaan matriiseja

3 5 8 1 2 1 1
A - ( ) ’ B - ( ) ’ C - ( ) )
10 4 1 2x3 3 4 2X2 0 2 2X2

() BC — 1 2 1 1) (11420 1-142:2\ (1 5
! “\3 4 0 2) "\ 31440 3-1+4-2 )3 11 )

(ii) Matriisitulo AC ei ole méiéiritelty, koska matriisissa A on enemmén sarakkeita (3),
kuin matriisissa B rivejd (2). Toisin péin laskettu matriisitulo on kuitenkin mééritelty,

CA — 11 3 58\ (1-3+1-10 1-5+1-4 1-841-1
L0 2 10 4 1) \0-3+2-10 0-5+2-4 0-8+2-1
(13 99
20 8 2 )
Matriisitulo on mééritelty kummin tahansa péin ainoastaan silloin, kun toinen matriiseista
on muotoa m X m ja toinen muotoa n X m. Siis erikoisesti neliomatriiseilla.

Esimerkki 3.3.2. (i) Ehdosta AB=0 ei seuraa, etti toisen tulontekijin A tai B tdytyy
olla nollamatriisi 0 (toisin kuin luvuilla laskettaessa). Esimerkiksi

(o0)(o1)=(00)
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(ii) Vaikka matriisien A ja B tulo olisi mééritelty kumminkin péin, silti ei tarvitse olla
voimassa AB=BA. Esimerkiksi

(206 )-(813)
SENERINCR ]

Vaikka matriisitulo ei toteuta kaikkia totuttuja laskusdéntojd, silld on kuitenkin usei-
ta odotettuja ominaisuuksia. Seuraavat sidnnot ovat voimassa edellyttden, ettd kyseiset
lausekkeet ovat méadriteltyjas:

1. A(BC)=(AB)C, (assosiatiivisuuslaki)

2. A(B+C)=AB+AC, (A+B)C=AC+BC, (oikea ja vasen distributiivilaki)

3. kAB=(kA)B=A(kB), kaikilla k£ € R. (vakion siirto)

mutta

Toisinaan matriisi halutaan osittaa useammaksi matriisiksi ja matriisitulo halutaan muo-
dostaa ositetuille matriiseille. Olkoon esimerkiksi

ja
kE
_ X
’I’I’L]:>)<’I‘ B F ’
IxXr

missd m = k + [. T&lloin
AD = BE + CF.

Erityisesti kun B korvataan vektorilla x € R™ ja

missi y € R* ja z € R!, saadaan

Ax = By + Cz.

3.3.1 Matriisin transponointi

Olkoon A m X n -matriisi

ail a12 N A1n,

a1 a2 . a2n
A =

Am1 Am2 N Amyn,

mxn
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Matriisin A transponoidulla matriisilla eli lyhyesti transpoosilla, josta kdytetdan merkin-
tad AT, tarkoitetaan sellaista matriisia jonka i:s rivi on matriisin A i:s sarake. Symboli-
sesti ilmaistuna

ail a1 e Am1

T ai2 a2 ... am2
A =

A1p  A2n ... Qmn

nxm

Esimerkki 3.3.3. (i) Huomaa, etti pystyvektorin transpoosi on vaakavektori ja piinvas-
toin. Siis

(%1 U1

. T
—(0r e w) o (o w) =
Un, Unp

(i)

1 -4 2 1 0 0
Jos A= 0 10 7 |,ninAT=| -4 10 9
0 9 -5 2 7 =5

Erids térked luokka matriiseja ovat ne matriisit, joiden transpoosi on matriisi itse. Ta&méa
tarkoittaa erikoisesti sité, ettéd ainoastaan nelibmatriisi voi olla symmetrinen.

Massritelmé 3.3.1. Matriisin A sanotaan olevan symmetrinen, mikili A = AT, T4llsin
siis a;; = aj; kaikilla ¢, j.

Listataan vield muutamia transpoosin ominaisuuksia. Ensinnéikin matriisin transponoin-
nille pitee seuraavat sadnnot.

. A+B)T=AT+BT
2. (AT = A

On my6s hyvi huomata etté skaalaarin o transpoosille pitee T =

.
Tarkastellaan seuraavaksi transpoosia kahden tai useamman matriisin tulona muodoste-
tulle matriisille. Oleteaan, ettd A on m X s -matriisi ja B on s X n -matriisi. T&ll6in tulo
AB seki tulo BT AT ovat misriteltyji (BT on n x s -matriisi ja AT on s x m -matriisi)
ja voidaan osoittaa, etta

(AB)T =BTA". (tulon transpoosi)
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Lisdksi tdmé kaava voidaan induktiivisesti yleistdd muotoon

(AjAs- ... AT =AJA] | -...-A],

kunhan téssé esiintyvét tulot on mééritelty.

Viimeisend huomiona transpoosista todettakoon, ettd matriisitulon ja transpoosin avul-
la voidaan lausua vektoreiden vilinen sisdtulo: x -y = x'y. Huom. téssi monisteessi
noudatetaan kaytantod, ettd R™:nnén vektorit ovat pystyvektoreita.

3.4 Tarkeita matriisityyppeja

Téssé luvussa tarkastellaan joitakin usein vastaan tulevia térkeitd matriisityyppejé.

3.4.1 Diagonaalimatriisi

Tarkastellaan neliomatriisia A=(ai;)nxn. Témén matriisin diagonaali, eli pddldvistdji
(usein puhutaan vain ldvistéjistéd), koostuu alkioista a1y, ass, ..., apy,. Nédiden péélivis-
tajalla sijaitsevien alkioiden summaa kutsutaan matriisin A jaljeksi ja siitd kdytetdan
merkintdd tr(A). Formaalisti ilmaistuna

tI‘(A) =aj] +tag+ ... +ap, = Za”
i=1

Matriisin A sanotaan olevan diagonaalimatriisi, mikéli sen kaikki muut alkiot, paitsi mah-
dollisesti padléavistédjan alkiot, ovat nollia. Télloin voidaan kayttdd merkintaé

A= diag(a11, ceey ann)7

koska diagonaalimatriisi (tai lavistdjamatriisi) pystytdéin spesifioimaan antamalla sen p#é-
lavistéjalla sijaitsevat alkiot.

Esimerkki 3.4.1. Olkoon

2 10 8§ 0 0
A= -1 4 1 ja B=| 0 0 0
3 0 5 0 0 —6
Matriisi B on diagonaalimatriisi, koska sen kaikki nollasta poikkeavat alkiot sijaitsevat
padldvistdjalld. Voidaan siis kiyttad myds merkintdd B=diag(8,0,-6). Matriisin A jilki
on tr(A)=2+4+5=11.
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3.4.2 Identiteettimatriisi

Identiteettimatriisi, eli yksikkGmatriisi, josta kdytetddin merkintaé I, «,, on sellainen dia-
gonaalimatriisi jonka kaikki padldvistédjin alkiot ovat ykkosia. Edelld esitettyjd merkintojéa
kayttden

I =diag(l,..., 1),
nxn N, e’
eli
1 0 0
01 0 0
I=(0 0 1 0
0 0 0 1

Kun mikéa tahansa matriisi A,,x, kerrotaan identiteettimatriisilla I,,«.,, saadaan tulok-
seksi sama matriisi, eli
IA=AI=A.

3.4.3 Kolmiomatriisi

Neliomatriisin A=(a;;) sanotaan olevan yldkolmiomatriisi, mikéli sen kaikki paélavistdjan
alapuolella sijaitsevat alkiot ovat nollia. Toisin sanottuna a;; = 0 kaikilla ¢ > j. Esimer-
kiksi matriisit

C11 €12 C13 Ci4

ail a2 b biz b . 0 cao c23 co4
0 az /’ 0 bx by | ja 0 0 «c33 c34
0 0 b 0 0 0 au

ovat kaikki yldkolmiomatriiseja. Alakolmiomatriisilla tarkoitetaan vastaavasti sellaista
matriisia, jolla kaikki pdéldvistdjan ylapuolella sijaitsevat alkiot ovat nollia, eli a;; = 0 jos
1<].

3.4.4 Idempotentti matriisi

Jos A on n x n -matriisi, eli neliomatriisi, sen potenssi voidaan mééritella luonnollisella
tavalla
A= I jaA*=A.. ... A kaikilla k > 1.
—_——

nxXn
k kpl

T4lloin matriisitulon assosiatiivisuuden perusteella on voimassa

AFA" = AFTP ja (AF)" = AR Laikilla k,h > 0,
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Huomaa kuitenkin, etté
(AB)* = ABAB-...- AB

on yleensi eri matriisi kuin A¥B* (toisin kuin luvuilla laskettaessa).

Symmetrisen matriisin A sanotaan olevan idempotentti, mikili se toteuttaa yhtélon A% =
A. Matriisitulon assosiatiivisuuden perusteella idempotentille matriisille tdytyy olla voi-
massa yleisemminkin A™ = A kaikilla n > 1.

Esimerkki 3.4.2. Tarkastetaan onko matriisi

)

idempotentti. Témé matriisi on symmetrinen, silli A = AT, Lisiksi

I
VR
SIS
GOt DO

) 12 12 1222 1.2,2.4 12
=) (1) =(Lnt et )= (1 1)
5 5 5 5 55T 53 5 T3 5 5

joten kyseessé on idempotentti matriisi.
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Lineaarikuvaukset ja
yhtiloryhmét

Téssd luvussa kidydéadan ldpi lineaarikuvausten ja matriisien yhteys. Luvun tarkoitukse-
na on antaa késitteelliset perusteet lineaarialgebran keskeisten tulosten ymmértédmiselle.
Esimerkiksi luvussa hahmotellaan miten yhtaloryhmén ratkaisujen mééra ja olemassaolo
liittyvét surjektion ja injektion késitteisiin.

4.1 Matriisit lineaarikuvauksina

Funktiota F' : R™ — R™ sanotaan lineaariseksi jos F'(ax + fy) = aF(x) + SF(y) kaikilla
a,feRjax,y € R

Esimerkki 4.1.1. Yksinkertainen esimerkki lineaarikuvauksesta on tason vektorin kéén-
tdminen annetun kulman verran. Toinen esimerkki on vektorin pituuden skaalaaminen
vakiolla, eli kuvaus F(x) = ax.

Seuraava tulos kytkee matriisit ja lineaarikuvaukset toisiinsa. Erityisesti voimme tulkita
kaikki matriisit lineaarikuvauksina.

Lause 4.1.1. Jos F' : R™ — R™ on lineaarinen funktio niin tdlldin loytyy A € R™*"
siten, ettd F(x) = Ax kaikilla x € R™.

Matriisia A, joka mé#arittdd lineaarikuvauksen F', sanotaan F':n esitysmatriisiksi.

Palataan vield hetkeksi matriisituloon. Tarkastellaan kahta funktiota f : X +— Y ja g :
Y = Z, taiy = f(x), z = ¢g(y). Muodostetaan yhdistetty funktion h(x) = g(f(x)).

24
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Oletetaan seuraavaksi, ettd f ja g ovat lineaarisia funktioita ja X = R", Y = R™ ja
Z = R*. Edelld esitetyn lauseen perusteella 16ytyy matriisit A € R™*" ja B € RF*™
siten ettd f(x) = Ax ja g(y) = By.

Olkoon nyt y = f(x) = Ax, eli

Y1 =011T1 + ... + Q1pTp

Ym = Am1T1 + ... + GpTn,
jolloin z = g(f(x)) on

z1 = bni(anizr + ...+ a1nzn) + .o+ bim(@mizs + .. F Gnn)

2k = bkl(allxl + ...+ alna:n) + ...+ bkm(amlxl + ...+ amn:z:n).

Huomaamme, ettd z = BAX, eli matriisitulo vastaa yhdistetyn funktion muodostamista.

Palautetaan mieleen pari tiarkedd kisitettd. Olkoon F' funktio X:1td Y:lle. Joukon A CY
alkukuvaa merkit#in joukolla F~1(A) C X. Funktiolla tarkoitetaan kuvausta joka liittia
jokaiseen x € X tésmélleen yhden Y:n alkion jota merkitdin F'(x):1l4.

Miaaaritelmi 4.1.1. Kuvaus F': X — Y on

1. surjektio, jos jokaisella y € Y on alkukuva x € X, eli F~1(Y) = X

2. injektio, jos jokaisella y € Y on enintiifin yksi alkukuva x € X, eli F~!(y) koostuu
eniintédén yhdestd alkiosta y = F(x)

3. bijektio, jos F' on seké injektio ettd surjektio.

Huom. F on bijektio jos ja vain jos F~' on funktio.

4.2 Lineaariset yhtialoryhmét

4.2.1 Lineaarisen yhtiloryhmén esitys

Tarkastellaan n:n tuntemattoman x4, ..., x, lineaarista yhtdloryhmdd

a11x1 + a12x2 + ... +aipT, = by
01X + 99Xy + ... + agpx, = by

am1T1 + AmaZ2 + ... + AppTn = bm7

missé a;; ja b; ovat vakioita. Téllaisen yhtaloryhmén ratkaisuksi kutsutaan sellaista tun-
temattomien saamien arvojen joukkoa xy = ki,x2 = ko,...,x, = k,, tal vektoria
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u= (k1,...,kn), joka toteuttaa kaikki yhtéloryhmén yhtdlot. Matriisitulon mééritelmén
perusteella lineaarinen yhtaloryhmé voidaan kirjoittaa muodossa

Ax =Db,
missé
a1 ai2 e A1n il bl
a1 a2 e agn i) . b2
A= . . . . , X = . ja b=
Am1  Gm2 .. Qmnp Tn bm

Huomaa, etté lineaarinen yhtéloryhmé voidaan tulkita geometrisesti niin, etté yhtéloryh-
mén toteuttavat vektorit kuuluvat hypertasojen leikkaukseen. Jos A;, i = 1,...m ovat
A:n rivivektorit niin ¢’s yhtdlo on A;x = b; ja tdmé madrittad hypertason.
Esimerkki 4.2.1. Tarkastellaan lineaarista yhtaloryhmaa

T +2l’2 751173+4I4 =3

2x1 + 3x2 +x3 — 214 = 1.

Téamé yhtéloryhmé voidaan kirjoittaa muodossa

xy
1 2 -5 4 To (3
2 3 1 -2 T3 —\1 /)
T4
Arvojoukko x1 = —8,x9 = 4,13 = 1,24 = 2 ei ole yhtaloryhmén ratkaisu, silld
-8
1 2 -5 4 4 _(1-(-8)+2-4+(-5)-1+4-2\ 3
2 3 1 -2 1 T2 (-8)+3-4+1-14+(—-2)-2 )\ =7 )
2

Esimerkki 4.2.2. Ajatellaan taloutta, jossa on n hyodyketti. Kaikki tuotteet ovat seké
lopputuotteita ettd potentiaalisia vélituotteita. Tuotantoprosessissa siis kaikkia tuotteita
kulutetaan ja tuotetaan samanaikaisesti. Oletetaan tuotantoprosessi lineaariseksi siten,
ett z; yksikon tuottamiseksi tuotetta ¢ tarvitaan a;;x; yksikkod tuotetta j. Jos taloudessa

tuotetaan nettotuotantovektori (yi, ..., yn) kokonaistuotosta, voidaan kokonaistuotanto-
méirit (xq,...,x,) laskea seuraavasti:

T1 — a1y —a1272 — ... — AipnTn = Y1

T2 —a21T1 — 2272 — ... — A2pTp = Y2

Tp — Gp1T1 — Ap2X2 — ... — Appndn = Yn-
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Vektorimuodossa tdmé voidaan kirjoittaa

€ Y1
l—ay1 —ap - =—a,
1 €2 Y2
—a21 — Qg - —a2, —
Tn Yn

Seuraavaksi voimme kysyd mitd nettotuotantovektoreita y taloudessa voidaan tuottaa?
Voimmeko tuottaa minké tahansa vektorin y > 07 Vastaus on kyll&, mikéli I — A on nk.
diagonaalidominantti matriisi.

Msassritelms 4.2.1. Matriisia A sanotaan diagonaalidominantiksi matriisiksi, jos
1. diagonaalialkiot ovat positiivisia
2. diagonaalin ulkopuoliset alkiot eivét ole positiivisia
3. jokaisen sarakkeen alkioiden summa on positiivinen.

Lause 4.2.1. Jos panos-tuotos taulukon mddrddvd matriisi (I — A) on diagonaalidomi-
nantti, niin kaikki posititviset lopputuosvektorit ovat mahdollisia. Toisin sanoen kaikille
y > 0 loytyy x > 0 siten, etti (I— A)x=1y.

4.2.2 Lineaaristen yhtidloryhmien ominaisuuksia

Lineaarisia yhtdloryhmié koskee seuraavat perussdannot:
1. yhtaloryhmén ratkaisut eivét muutu, jos jonkin rivin molemmat puolet kertoo sa-
malla nollasta poikkeavalla luvulla
2. yhtaloryhmén ratkaisut eivét muutu, jos jonkin yhtéléon molemmille puolille liséé
saman vakion
. yhtéaloryhmén ratkaisut eivét riipu siitd missé jarjestyksessd yhtdlot esittda
4. jos x = (z1,...,2,) toteuttaa yhtélot

w

1121 + @122 + ...+ a1y = by
ja
a21%1 + a22%2 + ... + A2 Ty = bo,

niin silloin x toteuttaa myos yhtéalon
(@11 + a21)z1 + (a12 + ag2)x2 + ... + (@1n + G2n)Tn = b1 + ba.

Edelld olevien sddntdjen soveltamista tullaan kisittelem&ddn mychemmin vaakariviope-
raatioita tarkasteltaessa. Huomaa, etté kaksi ensimméistd sdédntoa tarkoittavat sitéd, etté
yhtdlon méarittdmé hypertaso ei muutu jos hypertason yhtéalon molemmat puolet kertoo
samalla luvulla tai molemmille puolille lisd4 saman luvun. Viimeinen s&4nté on seurausta
kahdesta ensimmaisestd. Kolmas sddntod tarkoittaa sitéd, etta sillda ei ole merkitysté, etta
missé jarjestyksessd hypertasoista ottaa leikkauksen.

Tarkastellaan edelld esitettyjen sddntojen viimeistd kohtaa. Oletetaan nyt, ettd meille on
annettu kolme yht&loa
a1121 + a12x2 + ... + a1k, = b1
a21%1 + A22%2 + ... + 2Ty = by
(@11 + ag1)ry + (a12 + ag2)wa + ... + (a1n + a2,) Ty = by + bo.
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Kuten edelld todettiin, kun kaksi ensimmaéistd toteutuu, niin myos kolmas toteuu. Néin
ollen kolmas yhtaloistéd on sikéli turha, ettd se ei tuo uutta informaatiota kahden en-
simmaéisen liséksi. Jos tdssd yhtdloryhméssé olisi n = 3 ja olisimme kiinnostuneet sen
ratkaisemisesta, voisimme todeta, ettd ratkaisemisen kannalta kolmas yht&lé on tarpee-
ton. Ratkaisu ei myoskéédn voisi olla yksikésitteinen, koska se méadrdytyy kahdesta yh-
talosté, kun tuntemattomia on kolme. Ajatellaan vield tapausta, jossa viimeisen yhtdlon
oikean puolen b; + by korvataan luvulla c. Talloin yhtdloryhmalld ei voi olla ratkaisua
jos by + by # c. Téasséd yhtéaloryhmaéssid havaittavat ilmiot johtuvat siitd, ettd kolman-
nen yhtaloryhmén kerroinvektori A; + A, on lineaarisesti riippuva kahden ensimmaéisen
kerroin vektoreista A; ja As. Tulemme huomaamaan, ettd ratkaisujen méarédn kannalta
yhtiloryhmén kerroinmatriisin rivien (tai sarakkeiden) lineaarinen riippumattomuus on
keskeisessd asemassa.

Havaitsimme aikaisemmin, ettd jokaisen matriisin avulla voidaan esittdd jokin lineaarinen
funktio. Olkoon nyt F'(x) = Ax, missi A on siis F':n esitysmatriisi. Ratkaisun olemassaolo
ja lukumaéérad ovat kytkoksissd injektion ja surjektion késitteisiin:

1. jos F' : R” — R™ on surjektio, eli jokaisella kuvajoukon pisteelld on alkukuva,
niin talloin yhtéloryhmélla Ax = b on ratkaisu jokaisella b, ratkaisuja voi olla
addrettOméan monta

2. jos F on injektio, niin yhtéiloryhméilld Ax = b on ratkaisu vain silloin kun b € F(R™)
(eli b kuuluu F':n kuva-avaruuteen) ja télloin ratkaisu on yksikisitteinen

3. jos F on bijektio (huom. n = m), niin ratkaisu on yksikésitteinen.

4.3 Yhtialoryhmén ratkaisu ja kddnteismatriisi

Tarkastellaan nyt sellaista lineaarista yhtaloryhméa, jonka kerroinmatriisi A on n x n
-matriisi, eli neliomatriisi. Kuten ylla on todettu, yhtaloryhmaélla on yksikésitteinen rat-
kaisu, jos sen esitysmatriisi médrittaa lineaarikuvauksen, joka on bijektio. Bijektiivisyys
tarkoitaa sitd ettd kuvauksella on kéinteiskuvaus. Osoittautuu, ettd tdmén kddnteisku-
vauksen esitysmatriisi on alkuperéisen esitysmatriisin kadnteismatriisi.

Neligmatriisin A sanotaan olevan sddanndllinen (tai kddntyvé tai ei-singulaarinen), mikali
on olemassa jokin sellainen n x n-matriisi B, jolle on voimassa

BA =AB =1,xx.

Matriisia B kutsutaan télloin matriisin A kddnteismatriisiksi ja siitd kdytetddin merkintéa
B = A~!. On syytd muistaa, ettd matriisilla ei valttadmittd ole kiinteismatriisia. Jos
matriisilla on kainteismatriisi, niin se on yksikésitteinen. Alla on listattu myos muita
kédnteismatrisin ominaisuuksia.

Lause 4.3.1. Oletetaan, ettd n x n -matriisit A ja B ovat sdinnéllisia. Talloin
1. (A7 = A,
2 (A7) = (A7)
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3. (AB) ' =B 1A,

Todistetaan esimerkinomaisesti kohta 3. T#ytyy siis osoittaa, etti B"1A~! on matriisin
AB kiinteismatriisi. N&in on, silla’

(AB)(BT'A™ ) =A(BB ')A ' =AIA ' = AAT =1,

(toisin péin laskettu tulo késitelldén vastaavasti).

Kéédnteismatriisin yhteys matriisin esittdmén kuvauksen kédnteiskuvaukseen on ilmaistu
tédsméillisesti alla.

Lause 4.3.2. Jos F': R" — R" on lineaarinen bijektio ja A € R™"*"™ on F:n esitysmat-
riisi, niin A~1 on F~1:m esitysmatriisi.

Mikéli lineaarisen yhtaloryhmén kerroinmatriisi on sddnnollinen, on yhtaloryhmaélla yk-
sikésitteinen ratkaisu, joka saadaan kertomalla yhtdléryhmé puolittain matriisilla A~1.
Formaalisti esitettyna

Ax=b = ATAx=A""b = Ix=A"'b = x=A"'b.

Huomaa, ettéd kiadnteismatriisi on olemassa tésmélleen silloin, kun matriisin esittama li-
neaarikuvaus on bijektio.

Luvussa 5 tarkastellaan perusteellisemmin sitd minké&laiset matriisit ovat sdannollisia, eli
minké&laiset matriisit maarittavat yhtlaryhmén, jolla on yksikésitteinen ratkaisu. Myo6-
hemmin palataan vield takaisin lineaarisen yhtaléoryhmén ratkaisemiseen.

4.4 Lineaarikuvauksiin liittyvat avaruudet

Tarkastellaan lineaarikuvausta F' : R™ — R™. Joukon R" kuvaa sanotaan F:n kuva-
avaruudeksi ja sille kiytetdin merkitéiin F(R™). Voimme havaita, etti kuva-avaruus on
R™:n aliavaruus. Kuva-avaruuden lisdksi voimme mééritelld nolla-avaruuden, eli ne 1dh-
t6joukon alkiot jotka kuvautuvat nollavektoriksi: ker(F) = {x € R" : F(x) = 0}. Tam4
joukko on R™:nnén aliavaruus.

Jos A on F:n esitysmatriisi, niin kuva-avaruus on A:n sarakkeiden virittdméa avaruus, silla
Ax = Y, Az, Siis havaitsemme, ettid F(R") = span(A(), ..., A(™). Nolla-avaruus
puolestaan késittad ne vektorit, jotka toteuttavat yhtaloryhmén Ax = 0. Talle joukolle
tulemme kiyttdméiin merkintdd A(A). Huomaa, ettd N (A) = ker(F), kun A on F'n
esitysmatriisi.

Seuraava tulos on nimeltdén lineaarialgebran peruslause ja sen avulla voidaan mééritelld
kuinka paljon ratkaisuja lineaarisella yhtéloryhmélld on. Palaamme lauseeseen mydhem-
min.

I Matriisitulon assosiatiivisuuden perusteella tulo voidaan laskea missi jérjestyksesss tahansa
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Lause 4.4.1. Olkoon F : R™ — R™ lineaarikuvaus. Télloinn = dim(ker(F))+dim(F (R™)).

Lineaarialgebran peruslause kertoo, ettd jos kuvaamme n-dimensioisia vektoreita lineaa-
rikuvauksella, niin kuva-avaruuden dimensio ei voi ylittda mn:44. Intuitiivisesti tdméa on
mielekéstd: emme voi luoda korkeampiulotteista objektia lineaarikuvauksella kuin mika
on ldhtoavaruuden dimensio. Lisdksi lause kertoo, etté aina, kun kuva-avaruuden dimensio
jad alhaisemmaksi kuin ldhtéavaruuden, yhtélon F'(x) = O ratkaisujen joukko on vekto-
riavaruus, jolla on dimensioita em. avaruuksien dimensioiden erotuksen verran.



Luku 5

Determinantti

5.1 Matriisin determinantti

Matriisin determinantti on neliomatriisin liittyva luku. Determinantti on téarkeéd lineaarial-
gebrassa koska se kertoo milloin matriisi on sd&nndéllinen ja erdét ratkaisumenetelmét yh-
taloryhmille perustuvat determinanttien laskemiseen. Determinantin avulla voidaan myés
hakea matriisin ominaisarvot.

5.1.1 Determinantti 2 x 2-tapauksessa

Tarkastellaan yhtaloparia

20 +3y= 3
dor + ky = —1.

Tamén yhtdloryhmén ratkaisujen lukumééré riippuu siité, ovatko yhtaléryhmén muodos-
tavat suorat yhdensuuntaiset. Yhtéaloryhmén ratkaisujen lukuméérin suhteen on kolme eri
mahdollisuutta (huomaa, etti ensimmaéisen suoran kulmakerroin on —% ja toisen suoran

kulmakerroin on —%): (1) Suorien kulmakertoimet ovat samat, eli
2 4

Tillsin joko (a) suorat ovat yhdensuuntaiset mutta eiviit samat, jolloin ratkaisuja ei ole
yhtéén, tai (b) suorat ovat samat, jolloin ratkaisuja on ##iretén mééri. (2) Suorien kul-
makertoimet ovat erisuuret, eli

2k —3-4+#0.
Télloin yhtéloryhméan muodostavat suorat leikkaavat tdsmélleen yhdessid kohdassa, joten
yhtaloryhmélla on yksikésitteinen ratkaisu.

31
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Lukua 2k — 3 - 4 kutsutaan edelld esitettyyn yhtédloryhmaéén liittyvan kerroinmatriisin

(13)

determinantiksi ja siitd kdytetddn merkintdja

2 3
4 k

ja

Yleisemmin 2 X 2 -matriisin determinantti on reaaliluku

a b
¢ d ‘ =ad — be
ja lineaarisella yhtéaloryhmalla
axr+by=n
cx+dy=m

on yksikésitteinen ratkaisu tésmilleen silloin, kun yhtéloryhmén determinantti on # 0,
eli ad — bc # 0.

Seuraavaksi halutaan luonnollisesti kysyé, miten tdmé sdéntod voidaan yleistda. Toisin sa-
nottuna: milloin n yhtéilod ja n tuntematonta kasittavalld lineaarisella yhtaloryhmélla on
yksikiisitteinen ratkaisu (télloin kerroinmatriisi on siis nxn -matriisi). Kiy ilmi, ettei edel-
14 esitetyn sddnnon yleistdminen ole aivan yksinkertaista, joten se ohitetaan téssa yhtey-
dessd. Kannattaa kuitenkin pitdad mielessé, ettd seuraavaksi mééariteltiva determinantin
késite liittyy aivan samalla tavalla lineaarisen yhtéloryhmén ratkaisun yksikasitteisyyteen,
kuin edellinen kahden yhtélon tapauskin.

5.1.2 Determinantin laskeminen yleisessi tapauksessa

Neliomatriisin A,,x,, = (a;;) alkioon a;; liittyvd minori on sellainen (n — 1) x (n —1) -
matriisi M;;, joka saadaan kun matriisista A pyyhitéén pois i:s rivi ja j:s sarake. Alkioon
a;; liittyva alideterminantti, on alkioon a;; liittyvén minorin determinantti, eli |M;;|.
"Merkilld varustettua” alideterminanttia

Ayy = (=1)" My

kutsutaan alkion a;; komplementiksi. Huomaa, ettd alideterminanttiin liittyvad merkki
madraytyy téssd seuraavan shakkilautakuvion mukaisesti

+ - 4+ -

missé kaikki padlavistajalla sijaitsevat merkit ovat + merkkejé.
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Esimerkki 5.1.1. Tarkastellaan seuraavaa 3 x 3 -matriisia

A_:

1 5
M23=<7 3>,

‘:-1-(1-3—5-7):32.

~ o —
W N Ot
N O

Alkioon aeog liittyva minori on

joten alkion as3 komplementti on

15
_ (_1)2+3
Az = (1) 7 3

Matriisin A determinantilla tarkoitetaan nyt sellaista tulojen summaa, jossa jonkin rivin
(sarakkeen) alkiot on kerrottu niité alkioita vastaavilla komplementeilla. Toisin sanottuna

|A| =a;1Ai1 +apAip+ ...+ amAi, = Z aiinj, kaikilla ¢ € {1, ey n}

j=1
ja
n

|A| = alelj + angQj + ...+ anjAnj = Z aiinj, ka1k111aj S {1, ce ,n}.

i=1

Téssd on siis annettu 2n erilaista tapaa laskea m X n -matriisin determinantti, joista
kaikki antavat saman tuloksen. Ensimmaéisessd tapauksessa sanotaan, ettd determinantti
on kehitetty i:nnen vaakarivin mukaan. Toisessa tapauksessas sanotaan vastaavasti, ettd
determinantti on kehitetty j:nnen pystyrivin mukaan.

Téamén menetelmén tarkoituksena on palauttaa determinantin laskeminen 2 x 2 -matriisien
determinanttien laskemiseksi, joka on helppoa. Edelld esitetyissd kehitelmissé, nk alide-
terminanttikehitelmissd, esiintyvien komplementtien A;; laskemiseksi tarvitsee laskea ai-
noastaan (n — 1) x (n — 1) -matriisien determinantteja, vaikka matriisi A on n x n
-matriisi. Menetelméé voidaan kuitenkin jatkaa edelleen, kunnes jéiljellda on ainoastaan
2 X 2 -matriiseja.

Huom. 1 x 1 matriisi A on skalaari ja téllaisen matriisin determinantti on A.

Esimerkki 5.1.2. Lasketaan matriisin

2 3 -4
A= 0 -4 2
1 -1 5

determinantti a) kehittdmalld se toisen vaakarivin mukaan ja b) kehittdmilla se kolman-
nen pystyrivin mukaan. Huomataan, ettd tulos on sama.
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a)

i e BN e Rk
1 -1 5
=0-4-14—-2-(-5)=—-46
b)
(? —?il _g =—4-(=1)'*3 (1) :411'4_2.(_1)%3 ?

— 442 (=5)+5-(-8) = —46.

[\

[\

34

3 x 3 -matriisin determinantti voidaan laskea helposti kdyttdmélla Sarruksen sddntoni
tunnettua muistisdantod. Taéméan muistisidnnén mukaan matriisin

a1l a2 ais
A= | ax a2 a3
as; asz2 ass

determinantti voidaan laskea kaavalla

jolloin

det(A) = 011022033 + 021032013 + A31012023 — G13022031 — (23032011 — (33012021 -

Esimerkki 5.1.3. Lasketaan edellisen esimerkin determinantti vield uudestaan Sarruksen

sdantod kayttamalla. Matriisia

2 3 -4
A=|0 -4 2
1 -1 5
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vastaava "laajennettu” matriisi on nyt

2 3 -4
0 —4 2
1 -1 5
2 3 -4
0 —4 2

Tata kdyttaméilla saadaan
Al =(2-(=4)-5)+ (0 (=1)- (=4)) +(1-3-2) = ((-4) - (-4)- 1) = (2- (-1)-2) = (5-3-0)
=—-404+0+6—16+4+ 0= —46,

kuten edellisessé esimerkissé.

5.2 Determinantin ominaisuudet

5.2.1 Laskusaintoja

Determinantilla on mm. seuraavat ominaisuudet.

1) Jos matriisin kaksi rivid (saraketta) vaihdetaan keskenéén, sen determinantin merkki
vaihtuu. Esimerkiksi

=(=1--6)—5-2=—4.

-1 5

2 —6
2 —6

’:2-5—(—6~—1):4ja ‘ Lo ‘

2) Jos matriisin jokin rivi (sarake) kerrotaan vakiolla ¢ € R, determinantti muutuu c
kertaiseksi. Kerrotaan esimerkkiné edellisessé kohdassa esiintyvén matriisin ensimméainen
rivi luvulla 3 ja lasketaan néin saadun matriisin determinantti

’3-2 3-(—6)‘_‘ 6 —18

_1 - IR ‘=6-5—(—18~—1)=30—18:12:3-4.

3) Jos matriisin johonkin riviin (sarakkeeseen) lisétdédn jokin muu rivi (sarake) vakiolla
kerrottuna, determinantin arvo ei muutu.

4) Jos matriisi A = (a;;) on ala- tai ylikolmiomatriisi, sen determinantti on paélavist&jalla
olevien alkioiden tulo. Formaalisti ilmaistuna
|A‘ = 11022 * ... Apnp-

Tamén sdannon erikoistapauksena saadaan, ettd diagonaalimatriisin determinantti on dia-
gonaalilla sijaitsevien alkioiden tulo, eli

|diag(ai1, ..., ann)| = a11a22 - ... - app-
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Kayttamallda ominaisuuksia 1-3 miké tahansa neliomatriisi voidaan muuntaa sellaiseksi
ala- tai yldkolmiomatriisiksi, jonka determinantti on sama kuin alkuperéisen matriisin
determinantti. Toisaalta ominaisuuden 4 perusteella téllaisen matriisin determinantti on
erittdin helppo laskea, miké tarjoaa meille jilleen uuden tavan laskea matriisin deter-
minantti. Témén kaltainen menettely on itse asiassa suurien matriisien kohdalla yleensé
suositeltavampi késin laskettaessa.

Esimerkki 5.2.1. Lasketaan matriisin

1 2 3 -1
1 -2 0 5
o 1 -2 2
4 0 -1 -3

A=

determinantti muuntamalla se ensin ominaisuuksia 1-3 kdyttdmalla ylakolmiomatriisiksi.

1 2 3 -1 1 2 3 -1 1 2 8 —1
1 -2 0 5|ul0 -4 -3 6 |»2 |0 1 -2 2
0 1 -2 2| ]o 1 -2 2|~ "]0o -4 -3 &
4 0 -1 -3 0 -8 -13 1 0 -8 —-13 1
1 2 3 -1 12 3 -1
w3 [0 1 =2 2 jw [0 1 =2 2 | 10,
=—loo -1 |- "Joo 11 14 |= @LEI(=197)=-219.
00 —29 17 00 0 -—1910

(v1) Lisétéén ensimméinen rivi -1:114 kerrottuna toiseen riviin ja tédmén jélkeen ensim-
méinen rivi -4:114 kerrottuna viimeiseen riviin. Ominaisuuden 3 perusteella determinantin
arvo ei talloin muutu.

(v2) Vaihdetaan toisen ja kolmannen rivin paikkaa, jolloin ominaisuuden 1 perusteella
determinantin merkki vaihtuu. Operaation tarkoituksena on helpottaa seuraavaa vaihetta,
jossa toisen rivin péadldvistédjilla olevan alkion alapuolelle pyritddn saamaan aikaiseksi
nollia.

(v3) Lisétéén toinen rivi 4:114 kerrottuna kolmanteen riviin ja tdmén jélkeen toinen ri-
vi 8:lla kerrottuna neljdnteen riviin. Jilleen determinantin arvo siilyy ominaisuuden 3
perusteella.

(v4) Lisétaén kolmas rivi luvulla —2 kerrottuna viimeiseen riviin.

(vh) Kéytetddn ominaisuutta 4.

Tarkastellaan vield luettelonomaisesti muutamia determinantin ominaisuuksia, jotka on
hyva tietaa.

5) Matriisin A determinantti on yht#suuri kuin sen transpoosin AT determinantti, eli
[Al=[AT].
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6) Jos matriisin jokin rivi (sarake) koostuu pelkistd nollista, on sen determinantti O (mieti
miten kiy kun matriisin determinantti kehitetdén tdmén rivin mukaan).

7) Jos matriisissa on kaksi samaa rivié (saraketta), on sen determinantti 0. TAmé on suora
seuraus ominaisuuksista 3 ja 6. Yleisemminkin ndhd&én, ettd matriisin determinantti on
0, jos siinéd on kaksi samansuuntaista rivid (saraketta).

8) Olkoot A ja B kaksi n x n -matriisia. T#lloin on voimassa
|AB|=[BA[=[A|-|B].

Téssd kannattaa huomata, etteivit matriisit AB ja BA ole yleensid samat, mutta niiden
determinantti on kuitenkin aina sama.

Esimerkki 5.2.2. Tarkastellaan esimerkissi 3.3.2 (ii) annettuja matriiseja A ja B, joille

patee
10 5 . 4 11
ano(00) man (1),

N&améi matriisit ovat erisuuret, mutta niiden determinantit ovat kuitenkin samat

10 5
|AB—‘13 2‘—10-2—5-13—20—65——45
ja
BA|:“; 1;’:4-8—117:32—77:—45.
9) |Al = 35

Esimerkki 5.2.3. Todistetaan harjoituksen vuoksi tdmé tulos. Determinanttia koskevan
ominaisuuden 8 perusteella saadaan

det (A)det (A™") = det (AA™!) =det (Ix,) = 1

1

= det (A7!) = Joi(A)”

Lopuksi on syyti havaita, ettd determinantille ei yleisesti piade |A + B| = |A| + |B|.

5.2.2 Determinantti tilavuuden skaalauskertoimena

Determinantin itseisarvo kertoo miten matriisin mé#rittimé lineaarikuvaus skaalaa "ti-
lavuutta”. Ajatellaan ettd kuvataan lineaarikuvauksella n-ulotteinen kuutio. Kun n = 1
kuution sijaan kyseessé on jana, kun n = 2 kuvataan tason neli6, kun n = 3 kuvataan ava-
ruuden kuutio, ja kun n > 4 kyseessd on kuution yleistys n-dimensioiseen avaruuteen, eli
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hyperkuutio. Kuten kaksi- ja kolmiuloitteisissa tapauksissa voimme laskea hyperkuutiolle
tilavuuden joka on sen sivujen tulo.

Kuvataan siis lineaarikuvauksella F' : R™ — R™ hyperkuutio ja pohditaan mitéd tapah-
tuu hyperkuution tilavuudelle. Lineaarikuvaus kaantéa ja skaalaa alkuperiistd kuutio si-
ten, ettd kuva on jonkinlainen hypersuunnikas. Esimerkiksi kaksiuloitteisessa tapauksessa
kuution (laatikon) kuva on suunnikas. Osoittautuu, ettd F:n esitysmatriisin kertoo A de-
terminantti on yhteydessé sithen miké on alkuperiisen kuution ja sen kuvan tilavuuden
suhde: kuution kuvan tilavuus = |det(A)|x alkuperiisen kuution tilavuus. Voit pohtia
miten edellisen luvun ominaisuudet on tulkittavissa, kun determinantti kuvaa tilavuuden
skaalautumista.

Determinantin perusteella voidaan siis sanoa miten matriisin lineaarikuvaus muuttaa ti-
lavuutta. Erityisesti jos determinantti on nolla, voimme todeta, ettd n-ulotteinen hyper-
kuutio kuvautuu objektiksi, jonka tilavuus on nolla. Geometrisesti timéi tarkoittaa sité,
ettd hyperkuutiosta 16ytyy vektoreita, jotka kuvautuvat nollavektoreiksi. Huomaa, etté jos
F(v) = 0 niin myds F(av) = 0 kaikilla o € R. Tésté seuraa, ettd yhtéloryhméallda Ax = 0
ei ole yksikésitteista ratkaisua. Néin ollen A:lla ei myoskaan voi olla kédnteiskuvausta ts.
F ei voi olla bijektio. Tarkastelemme my6hemmin lisdé determinantin ja kdanteismatriisin
yhteyttéa toisiinsa.



Luku 6

Matriisin aste

6.1 Aste ja lineaarinen riippumattomuus

Palautetaan mieleen, mitd R™:n vektoreiden x1, ..., Xy lineaarisella riippumattomuudella
tarkoitetaan (k < m). Vektoreiden x1,...,X) sanotaan olevan lineaarisesti riippuvia, jos
on olemassa sellaiset reaaliluvut r1,...,r, jotka eivét ole kaikki nollia, etta

rix1 4+ ...+ rxE = 0.1
Talloin jotkut vektorit voidaan esittda toisten lineaarisena yhdistelméné. Jos taas ehdosta
X1+ ...+ 71ex =0

seuraa, ettd kaikki kertoimet ovat nollia ry = ro = ... = rx = 0, niin t&lléin vektoreiden
sanotaan olevan lineaarisesti ritppumattomia. Talloin mitddn vektoreista ei voida esittéa
muiden lineaarisena yhdistelméné.

Kuten luvun 3 alussa todettiin, matriisin A,,x,, = (a;;) voidaan ajatella koostuvan sen
vaakarivien muodostamasta vektorijoukosta {A1,..., A,,} tai vaihtoehtoisesti sen pysty-
rivien (sarakkeiden) muodostamasta vektorijoukosta {A™) ... A} Voidaan osoittaa,
ettd jokaisella matriisilla lineaarisesti riippumattomien vaakavektoreiden lukumé&ird on
lineaarisesti riippumattomien pystyvektoreiden lukumairi.? Téts lukumadrias kutsutaan
matriisin A asteeksi (tai rankiksi) ja siitd kdytetdén merkintéé r(A). Luonnollisesti tdytyy
olla voimassa r(A) < min{m, n}.

Kaksi avaruuden R™ vektoria x = (z1,...,2,) jay = (Y1,...,Yn) ovat lineaarisesti
riippuvia ainoastaan siiné tapauksessa, ettd ensimméinen saadaan toisesta kertomalla se

IT#ssd 0 on nollavektori, eli 0=(0, ..., 0).
—
k kpl
2Tisss lukumaiirilld tarkoitetaan suurinta mahdollista midrad riveji (sarakkeita), jotka ovat lineaa-
risesti riippumattomia.

39



LUKU 6. MATRIISIN ASTE 40

jollakin vakiolla. Miké&li vektorit x ja y ovat lineaarisesti riippuvia, on olemassa sellaiset
reaaliluvut a,b € R, ettd
ax + by = 0.
Néin ollen téytyy olla voimassa
a
=—-x

y b
eli vektorin y tédytyy olla vektorin x skalaarimonikerta. Tdm&a on syytéd jatkossa pitda
mielessé.

Esimerkki 6.1.1. Miaritetddn matriisien

2 3 1 2
A=|7 1| ja B=[7 14
5 6 4 8

asteet. Matriisin A ensimméinen ja viimeinen vaakarivi ovat lineaarisesti riippumattomia,
koska ensimmaéisesté rivistd ei voida saada viimeistd rivid millddn vakiolla kerrottaessa
(tdmén vakion pitéisi olla 2, jotta toisesta komponentista tulisi 6, mutta tdlloin ensim-
méisestd komponentista tulisi 4). Néin ollen téytyy olla voimassa r(A)>2. Koska tdytyy
kuitenkin olla voimassa r(A)<min{3,2}=2, on matriisin A asteen oltava 2, eli r(A)=2.
Matriisin B pystyrivit ovat lineaarisesti riippuvia, silld toinen pystyrivi saadaan ensim-
maéisestd kertomalla se luvulla 2. Koska yksittdinen vektori muodostaa aina triviaalisti
lineaarisesti riippumattoman joukon, saadaan r(B)=1.

6.2 Asteen ominaisuuksia

Seuraavassa on lueteltu joitakin matriisin asteen tédrkeimpid ominaisuuksia.

Lause 6.2.1. Olkoot A ja B joitakin n X n -matriiseja, eli neliomatriiseja.

1. Diagonaalimatriisin aste on sen nollasta eridvien alkioiden lukumddrd. Erityisesti
TLpxn) = n.
2. Matriisin ja sen transpoosin aste on sama, eli T(A) = r(AT).

7(AB) < min{r(A), #(B)}.

4. 7(A) = n jos ja vain jos |A| # 0. Tdlldin matriisin A sanotaan olevan tiysiastei-
nen. Matriisi A on siis tdysiasteinen, kun sen pystyrivit muodostavat lineaarisesti
ritppumattoman joukon ja myds sen vaakarivit muodostavat lineaarisesti risppumat-
toman joukon.

o

Matriisin aste on térkeé késite mm. siité syysté, ettd silld on suora yhteys matriisin sdéan-
nollisyyteen, eli kddnteismatriisin olemassaoloon. Voidaan nimittédin osoittaa, ettd mat-
riisi A, x5, on sédédnnéllinen tdsmélleen silloin, kun r(A)=n. Toisin sanottuna matriisi on
sdannollinen tdsmélleen silloin kun se on téysiasteinen. Matriisin astetta koskevan ominai-
suuden 4) perusteella tdmé ehto voidaan ilmaista myos hieman toisenlaisessa muodossa.

Lause 6.2.2. A~! on olemassa jos ja vain jos |A| # 0.
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Aiemmin esitetyn perusteella tamé tarkoittaa sitd, ettd m yhtdlod ja n tuntematonta
kasittavilla lineaarisella yhtaloryhmalld on yksikésitteinen ratkaisu tdsmaélleen silloin, kun
sen kerroinmatriisin determinantti on # 0.

Koska matriisin aste kertoo kuinka monta lineaarisesti riippumatonta saraketta matriisis-
sa on, se kertoo matriisin kuvajoukon dimension. Kuvajoukko on matriisin sarakkeiden
virittdmaé aliavaruus. Voimme nyt muotoilla lineaarialgebran peruslauseen 4.4.1 uudelleen.

Lause 6.2.3. Olkoon A € R™ " tillgin n = dim (N'(A)) + r(A).

Matriisin aste on edellisen lauseen perusteella yhteydessé sithen miten monta ratkaisua
yhtaloryhmalla on. Tarkastellaan siis yhtéloryhmid Ax = b, missd A € R™*"™ x € R™ ja
b € R™. Matriisin asteen perusteella voidaan sanoa ratkaisujen lukuméarasta seuraavaa:
1. jos r(A) = m, niin yhtéloryhméll4 on ratkaisu jokaisella b € R™ (A:n méirittdmi
lineaarikuvaus on surjektio)
2. jos r(A) < m, niin yhtiloryhmélld on ratkaisu vain silloin jos b kuuluu A:n kuva-
joukkoon
3. jos r(A) = n, niin yhtéloryhméill4 on enintddn yksi ratkaisu jokaisella b (A:n mé#é-
rittdmé lineaarikuvaus on injektio)
4. jos r(A) < n, niin ratkaisu ei ole yksikisitteinen mikili sellainen on olemassa.

6.2.1 Lineaarinen implisiittifunktiolause

Tarkastellaan seuraavaksi erdsté sovellustusta asteelle. Oletetaan, etti lineaarisesta yhté-
loryhmésté osa muuttujista halutaan saada ratkaistua muiden muuttujien suhteen. Ol-
koon lineaarinen yhtéloryhmé Ax = b, jossa on m yhtélod ja n tuntematonta ja n > m.
Oletetaan, ettd x on jirjestetty siten ettd sen ensimmaéiset m komponenttia muodosta-
vat vektorin y ja loput komponenteista vektorin z. Kirjoitetaan yhtaléryhma muodossa
By + Cz = b, missi B € R"*™ ja C € R"™*("=™) ¢li A = (B C). Oletetaan, etté
nyt halutaan ratkaista muuttujat (endogeeniset muuttujat) y muuttujien (eksogeenisten
muuttujien) z avulla. Seuraavaa tulosta kutsutaan lineaariseksi implisiittifunktiolauseeksi.

Lause 6.2.4. Jos matriisin B aste on m niin silloin y voidaan ratkaista z:n suhteen ja
tilloiny = —B~1Cz + B~ !b.

Esimerkki 6.2.1. Tarkastellaan yhtéloryhmés

r+2y+z—w=1
3+ 6y — 2 — 3w =2.
Koska yhtéloita on kaksi, voidaan mitkéa tahansa kaksi yhtélossé esiintyvistd muuttujista

valita endogeenisiksi. Valitaan x ja y ja tutkitaan voidaanko ne ratkaista muiden muut-
tujien suhteen. Vektorin (z,y) kerroinmatriisi on

G o)

Téamén matriisin determinantti on kuitenkin nolla, joten ratkaisua ei ole. Enté voidaanko
(y, z) rakaista muiden funktiona? Tutkimalla determinanttia voidaan havaita, ettd kyll.
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6.2.2 Esimerkki: portfolion valinta

Tarkastellaan maailmaa, johon liittyy epdvarmuutta ja oletetaan, ettd mahdolliset tu-
levaisuudennikymiit voidaan jaotella m erilaiseksi maailmantilaksi (state of the world).
Kukin maailmantila siséltda kuvauksen kaikesta taloudelliseen péaatoksentekoon vaikutta-
vasta datasta. Maailmantilaa ei etukiteen tiedeté, mutta seuraavalla periodilla realisoituu

s €S =1{s1,...,8m}. Konkreettisia esimerkkejd maailmantioloista:
1. palovakuutuksen hankkiminen: S = {s1, s2}, missd s; = "talo palaa”, s = "talo ei
pala”.
2. varutuminen tulevaan taloustilanteeseen: S = {s1, s2, s3}, missd s; = "syvé lama”,

So = "pieni lama”, s3 = "ei lamaa”.

3. sateenvarjo mukaan?: S = {s1, $2}, missi s; = "sataa”, sy = "ei sada”.
Rahoitusinstrumentit tarjoavat mahdollisuuden varautua tuleviin maailmantiloihin. Ole-
tetaan, ettd mallissa on n rahoitusinstrumenttia ja ry; on instrumentin ¢ tuotto maail-
mantilassa s. Toisin sanoen se on instrumentin maksama tuotto jaettuna instrumentin
hinnalla investointihetkelld (ennen maailmantilan paljastumista). Kerdtiaéin kaikki rahoi-
tusinstrumenttien tuotot matriisiksi

i o Tin
R =
Tm1 *°° Tmn
Merkitdén portfoliota vektorilla x = (z1,...,z,). Téllsin portfolion kokonaistuotto saa-
daan laskettua
1 - Tin T
Rx =
Tm1 e T'mn Tn

Téydellisilla rahoitusmarkkinoilla instrumentteja voi ostaa ja myyda, joten x; voi olla
positiivinen tai negatiivinen.

Portfolio x on riskiton, jos sen tuotto on sama kaikissa maailmantiloissa, eli
E Tkil; = E T4 Vk, l.
i i

Voidaan osoittaam etté riskitén portfolio on olemassa, jos vektori 1 = (1,...,1) kuuluu
matriisin R kuvajoukkoon, eli Rx = 1. Erityisesti, kun r(R) = m riskiton portfolio on
olemassa.

Portfolio x on arbitraasiportfolio, jos sille pétee
i

Koska olemme normalisoineet instrumenttien hinnat, tdma tarkoittaa yksinkertaisesti sité,
ettéd portfolion hinta ennen maailmantilan selvidmisté on nolla. Arbitraasi (téssé mallissa)
tarkoittaa sité, ettd on mahdollista saada varmaa tuottoa arbitraasiportfoliolla. Mallissa
on siis arbitraasimahdollisuus, jos l6ytyy arbitraasiportfolio, jolle piatee Rx > 0.
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Mallilla on tilahinnat p = (p1,...,pm) jos
ijTji =1VWV.
J

Téllsin siis hinta p; voidaan ajatella yhden varallisuusyksikon hintana maailmantilassa j.
Tilahinnat ovat olemassa jos 16ytyy p siten, etti RTp = 1. Tilahinnat ovat olemassa jos
m > n ja r(R) = n. Tilahinnat eiviit ole yksikiisitteiset, jos m > n.

6.3 Asteen laskeminen

Aikaisemmin todettiin, ettd matriisille voidaan tehdé tietynlaisia rivi ja sarake operaa-
tioita muuttamatta sen determinantin arvoa. Pyrkimyksend oli muuntaa matriisi néitéa
operaatioita kiyttamélld ala- tai ylikolmiomatriisiksi (tai nk. riviporrasmuotoon), koska
nédiden determinantti on helppo laskea. Nyt herdd kysymys, voitaisiinko jotakin saman-
kaltaista menetelméd kéiyttdd myos matriisin asteen selvittdmiseksi. Matriisin aste on
nimittédin sitd helpompi selvittaéd, mitd enemmén siind on nolla-alkioita. Erityisesti ala-
tai yldkolmiomatriisin aste on siinéd olevien portaiden lukumé&éra. Toisin sanottuna, kun
matriisi on saatettu ylikolmiomatriisiksi (riviporrasmuotoon), niin sen aste saadaan vi-
hentamélla kaikkien rivien lukumé&édrdstd niiden rivien mééré, joissa kaikki alkiot ovat
nollia.

Seuraavat operaatiot siilyttdvat matriisin asteen.

Matriisissa voidaan sen astetta muuttamatta:

(a) Vaihtaa kahden rivin tai kahden sarakkeen paikkaa.

(b) Kertoa miké tahansa rivi tai sarake nollasta eroavalla vakiolla.

(c) Lis#itd mihin tahansa riviin (sarakkeeseen) jokin toinen rivi
(sarake) vakiolla kerrottuna.

Namé sadnnot perustuvat yksinkertaisesti siihen, etteivit kyseiset operaatiot muuta li-
neaarisesti riippumattomien rivien (sarakkeiden) lukumé#rié.

Esimerkki 6.3.1. Ratkaistaan matriisin

1 0 3 2

-5 10 8 =3

A= -2 3 5 -1
0 4 1 1

aste muuntamalla se yldkolmiomatriisiksi. Seuraavassa merkinnéllda A ~ B tarkoitetaan
sitd, ettd matriisi B on saatu matriisista A soveltamalla siihen jotakin s&&nnoistid a)-—
c). Toisin sanottuna merkinnélli tarkoitetaan sitd, ettd matriisin B aste on sama kuin



LUKU 6. MATRIISIN ASTE 44

matriisin A aste.

1 0 3 2 1 0 3 2 1 -2 3 2
5 10 8 -3 |w| 0 10 23 7 |w|[ o0 3 23 7
-2 35 -1 [7]lo 311 3 |7 ]lo o0 11 3
0 4 1 1 0 4 1 1 0 3 1 1
1 -2 3 2 1 -2 3 2
w0 3 23 7 ||l o0 3 237
“lo o 11 3| |o o 11 3
0 0 -22 —6 0 0 0 0

(v1) Lisétéén ensimmaéinen rivi 5:114 kerrottuna toiseen riviin ja sen jilkeen ensimméinen
rivi 2:1la kerrotuna kolmanteen riviin.

(v2) Lisétdén neljés sarake -1:114 kerrottuna toiseen sarakkeeseen.
(v3) Lisdtéén toinen rivi -1:114 kerrottuna viimeiseen riviin.
(v4) Lisétédn kolmas rivi 2:1la kerrottuna viimeiseen riviin.

Koska ylakolmiomatriiisin aste on siiné olevien portaiden lukumé&éra, matriisin A aste on
3, eli r(A)=3.
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Kiaanteismatriisin laskeminen

Kédnteismatriiseja tarvitaan lineaaristen yhtéloryhmien ratkaisemiseen tai esimerkiksi sil-
loin, kun halutaan ratkaista lineaarisesta yhtdloryhmésté osa muuttujista toisten muut-
tujien avulla lausuttuna. Edelld havaitsimme, ettd n X n matriisi on kiddntyvé tdsmélleen
silloin, kun se on tédyttid astetta. Téssé vaiheessa ei ole vield otettu kantaa sithen miten
kadnteismatriisi voidaan 16ytda kdytdnnossd. Seuraavaksi kdydéddn 1api kolme kayttokel-
poista tapaa. Se mikd néaistd menetelmistd on suositeltavin, riippuu tilanteesta. Kaikki
antavat kuitenkin luonnollisesti saman tuloksen.

7.1 Menetelmi 1: suora eliminointi

Ratkaistaan matriisin A kiinteismatriisi A~! yht#lostd AB=I, missi matriisin B alkiot
b;; ovat tuntemattomia:

a1 ai2 oo Q1n b11 b12 N bln 1 0 0

a1 a22 ... Q2p b21 b22 N bgn 0 1 0
AB=1 & . . . . . . =

anl Gp2 .. Gpn b1 bna ... bpn 0 0 ... 1

Tamé on lineaarinen yhtiléryhmé, jossa on n? yht#lod ja n? tuntematonta. Kaikki mene-
telmét kddnteismatriisin ratkaisemiseksi perustuvat oleellisesti tdmén yhtaloryhmén rat-
kaisemiseen.

Suoralla eliminointimenetelmiillé (tai suoralla sijoittamisella) tarkoitetaan sitd ettd yhté-
16sté eliminoidaan muuttujia ja sijoitetaan ne jiljella oleviin yhtél6ihin ja jatketaan kunnes
on ratkaistavana yksi yhtalo yhdelle tuntemattomalle. Téamén jialkeen ratkaistaan loput
tuntemattomista yksi kerrallaan sijoittamalla aikaisemmin ratkaistut muuttujat tunte-
mattomien muuttujien lausekkeisiin. Alla oleva esimerkki hahmottaa misté on kyse. Suo-

45
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ra eliminointi toimii silloin, kun tuntemattomia on vain vdhén: kaksi tai enintdéan kolme.
Yleisemmin menettely on tyolds ja virhealtis kasin laskettaessa.

Esimerkki 7.1.1. Olkoon

as( 1)

Tam& matriisi on sddnnollinen, koska | A |=4-7— (1-—5) =28+ 5 = 33 # 0. Kéénteis-
matriisi on siis olemassa ja se 16ydetdén ratkaisemalla yhtdloryhmé

4 1 by bz (1 0
-5 7 b21 b22 o 0 1 ’

4bi1 + b =1
4b1g + by =0
—5b11 + The; =0
—bb1o + Thes =1

Kerrotaan toinen yhtédlo —T7:114 ja lisdtdén se tdmén jilkeen viimeiseen yht#loon, jol-

loin saadaan —33b1o = 1, eli by = —3—13. Sijoittamalla tdmé toiseen yhtdloon, saadaan
boo = %. Kun tehdéén aivan samalla tavalla ensimmaéiselle ja kolmannelle yhtélolle, saa-
daan —33b11 = —7, eli by = % Sijoittamalla ensimméiseen yhtdloon saadaan ratkaistua
viimeinenkin tuntematon by =1 —4 - 3—73 = ;’—3 Nain ollaan siis saatu tulos
T _ 1
A1B< T P >
33 33

7.2 Menetelmi 2: Cramerin sainto kadanteismatriisille

Matriisin A,,x, = (a;;) adjungoidulle matriisilla, josta kdytetddn jatkossa merkintdd
Adj(A), tarkoitetaan matriisia

T
Ay A 0 A, Apr Ay o0 An
) Agr A ... Aoy A Ay .. Ape
Anl An2 AR Ann Aln A2n v Ann
misséd A;; on alkioon a;; liittyva komplementti, eli
A= (1" [ My |-
Useimmiten kédanteismatriisi lasketaan kaavalla
T
A A ... Agg,
1 1 1 A21 A22 e Agn

Anl An2 oo Ann
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jota ei téssd yhteydessid sen paremmin perustella. Kaava tunnetaan Cramerin sdintoné
kédnteismatriisin laskemiseksi.

Esimerkki 7.2.1. Lasketaan aikaisemmassa esimerkissi késitellyn matriisin

S ER)

k#anteismatriisi tdmén kaavan avulla. Huomaa, ettd 2 x 2 -matriisiin liittyvéit minorit ovat
vksinkertaisesti lukuja. Tésséd tapauksessa saadaan

A11 == (—1)1+1 | M11 |: ]. . 7 == 7, A12 = (—1)1+2 ‘ M12 |: —1 . —5 == 5,
Agi = (=11 [ Mgy |[= —=1-1=—1, Agpp = (—1)*"? | My |=1-4=4.

Koska edellisen esimerkin perusteella tiedetdin, ettd det(A) =33, saadaan kiddnteismat-

riisiksi
T 7 1
A,lzi 7 5 :i 7 -1 _ ? —%—3 '
33\ -1 4 33\ 5 4 33 23

T&amé& on sama matriisi kuin esimerkissé 7.1.1, kuten pitaakin.

Tarkastellaan edelld esitettya kadnteismatriisin kaavaa 2 x 2 -matriisien tapauksessa. Ole-

tetaan, etté
a b
a=(e )

ja det(A)=ad — bc # 0. Talloin matriisi A on siis kddntyva. Aivan samalla tavalla kuin
esimerkissd 7.2.1, nyt saadaan

A =D My |=1-d=d, Ap=(-1)""|Mp|=-1-c=—c

A21 = (71)2+1 | M21 |: -1-b= 71), A22 = (71)2+2 | M22 |: l1-a=a.

Matriisin A kéa#dnteismatriisi on siis
e An A\ _ 1 d —e\_ 1 d —b
det(A) \ A21 Az ad—be \ —b a ad—bc\ —¢ a )’

Téamaé kaava on syyté opetella jopa ulkoa.

Esimerkki 7.2.2. Muodostetaan vield matriisin
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kadnteismatriisi. Lasketaan aluksi tdmén matriisin determinantti kehittdmalld se toisen
vaakarivin mukaan, jolloin saadaan

det(A) = 0-Agy +3-Agy +0-Ags =3+ (—1)>+2 | M, |=3‘ 20 ‘:3.—3=—9.

Muodostetaan seuraavaksi komplementit A;; kéyttamélld hyviksi sivulla 13 esitettyd
merkkitaulukkoa

3 0 0 0 0 3
A11—+‘0 1)—3,A12——‘1 1’—0,A13—+‘1 0‘——3,
4 5 2 5 2 4
A21_—‘0 1‘—47A22+‘1 1‘—3,A23—‘1 O‘_4’
4 5 2 5 2 4

I 3 0 -3 3 —4 -15
A l=_2 -4 -3 4 =_ 0 -3 0
-15 0 6 -3 4 6

7.3 Menetelmi 3: Gaussin-Jordanin eliminointimenet-
tely

Matriisin A ké#nteismatriisi voidaan ratkaista myos seuraavalla tavalla. Muodostetaan
aluksi matriisi

aill a12 o Q1np 1 0 ... 0
(AIan) _ as1 Qo2 ... Q9yp . 0O 1 ... 0
Unl Gnz -oo Gpp 2 0 0 ... 1

Mikali A on sdédnnollinen, tdmé laajennettu matriisi voidaan seuraavia vaakarivioperaa-

tioita (nk. elementaarisia riviperaatioita) kiyttien muuntaa muotooon (I, : B):
(1) vaakarivin kertominen milld tahansa vakiolla,
(2) jonkin vaakarivin lisidminen vakiolla kerrottuna johonkin toiseen vaakariviin,
(3) vaakarivien vaihto.

Niin saatu matriisi B on matriisin A késinteismatriisi, eli B = A~!. Témi menetelms
perustuu Gaussin-Jordanin eliminointimenettelyyn, jota késitelliin vasta myshemmin.
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Lukijaa kehotetaan palaamaan tihin menetelméén uudestaan, kun Gaussin-Jordanin eli-

minointimenettely on késitelty. Pohjimmiltaan tédssd ratkaistaan joukko lineaarisia yhtéa-
l6ryhmié simultaanisesti.

Esimerkki 7.3.1. Ratkaistaan esimerkissa 7.2.2 tarkastellun matriisin kdanteismatriisi
uudestaan. Merkinnélld ~ tarkoitetaan téssé sitd, ettd matriisit saadaan toisistaan kayt-
tdmalla operaatioita 1-3.

2 45 1100 0 4 3 1 0 -2 101 :00 1
. vl . v2 .

03 0:010/[~o30:01 0]~l0o30:01 0
101 :00 1 101 :00 1 043 : 10 -2
1 01 0 0 1 1 0 1 0 0 1

v3 . v4
~fo3o0:0 1 of~o1o0:0 1 o0
003 :1 —3 -2 001 Lo—3 -2
1oo0: -2 & 2
v5
~1 o010 0 3 0
R N

(v1) Lisétéédn viimeinen rivi —2:1la kerrottuna ensimméiseen riviin.
(v2) Vaihdetaan viimeisen ja ensimméisen rivin paikkaa.

(v3) Liséitééin toinen rivi kolmanteen —4:lla kerrottuna.

(v4) Kerrotaan toinen ja kolmas rivi luvulla %

(v5) Lisdtéén viimeinen rivi ensimméiseen —1:114 kerrottuna.

Néiin ollen

AT'=B=

Wi O ol
OO
win O wlot

mik4 on sama matriisi kuin esimerkissa 7.2.2.



Luku 8

Lineaarisen yhtaloryhméan
ratkaiseminen

Seuraavaksi esitetddn kolme mahdollista tapaa ratkaista lineaarinen yhtdloryhmé. Ku-
ten aiemmin on todettu, lineaarisella yhtdloryhmélla Ax = b on yksikésitteinen ratkaisu
tasmaélleen silloin, kun kerroinmatriisi A on sddnnoéllinen. Télloin yhtaloryhmé voidaan
ratkaista kertomalla se puolittain matriisilla A=, jolloin saadaan x = A~'b. Luonnolli-
sesti erds tapa ratkaista yhtdloryhmé on ratkaista sen kerroinmatriisin kéénteismatriisi ja
sen jilkeen kertoa oikea puoli saadulla matriisilla. Ké&nteismatriisin laskeminen ei kuiten-
kaan ole aivan valttamatonti. Erityisesti silloin, kun kdénteismatriisia ei aivan valttamat-
ta tarvita, selvitdan pienemmalld maaralld laskutoimituksia, jos se jatetddn ratkaisematta
ja kéytetddn sen sijaan jotain tésséd luvussa esitetyistd menetelmistd. Huomautettakoon
vield, ettd koska kddnteismatriisin laskeminen oleellisesti edellyttéiéd yhtéloryhmén ratkai-
semista, tdmén luvun menetelmén luonnollisesti soveltuvat myos ké#dnteismatriisien las-
kentaan. Itse asiassa edellisessé luvussa esitetyt menetelmét kddnteismatriisin laskemiseksi
ovat sovelluksia menetelmisté lineaaristen yhtédloryhmien ratkaisemiseksi.

Tarkastellaan aluksi paria esimerkkié siitd miten yhtédloryhmé ratkaistaan, kun sen ker-
roinmatriisin kdédnteismatriisi tunnetaan.

Esimerkki 8.0.2. Ratkaistaan yhtdloryhmé

20 +4y+5z2= 1

3y =-3 ,
T +2z= 5
2 4 5 T 1
0 3 0 y | = -3
1 0 1 z 5

Tamén yhtaloryhmén kerroinmatriisin kaédnteismatriisi laskettiin esimerkissé 7.2.2, joten

50
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ratkaisuksi saadaan

60
x 1 3 -4 —15 1 [ —60 &
z -3 4 6 5 15 -3

Vastaus kannattaa tietenkin tarkistaa sijoittamalla.

Esimerkki 8.0.3. Ratkaistaan yhtaloryhmé

dr—2y= T
—3r+3y=-1"

5 =2 x\ 7
3 3 )y )= )
Téhén yhtdloryhméén liitttyvén kerroinmatriisin A determinantti det(A)=5-3—(—2-—3) =

15—6 = 9 # 0, joten ratkaisu on yksikésitteinen. 2 x 2-matriiseille johdettua kaavaa kayt-
tamalla kerroinmatriisin kaédnteismatriisiksi saadaan

13 2
1—7
A _9(3 5>

ja ratkaisuksi edelleen

8.1 Cramerin siaanto

Koska matriisin A determinantti kertoo onko A~! olemassa ja niin ollen onko yht#ls-
ryhmélla Ax=Db yksikésitteinen ratkaisu, ei liene yllattavad, ettd lineaarinen yhtéloryhma
voidaan ratkaista kayttdmalld pelkédstddn determinantteja. Téllaisen menetelmén suurena
etuna on se, ettei kddnteismatriisia tarvitse ratkaista. Kuten ollaan huomattu, kiénteis-
matriisin laskeminen on huomattavasti hankalampaa kuin determinantin laskeminen.

Lause 8.1.1. (Cramerin sddntd.) Mikdli lineaarisen yhiiloryhmin Ax=>b kerroinmat-
riisi A on sddnnéllinen, tamdn yhtiloryhmdn yksikdsitteinen ratkaisu x=(x1,. .., x,) saa-
daan ehdotsta

= det(Bi)
" det(A)’

kaikilla i =1,...,n,

missd matriisi B; on saatu matriisista A korvaamalla i:s sarake vektorilla b.
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Cramerin sddnté voidaan todistaa Cramerin sdannostd kddnteismatriisille, joka puoles-
taan perustuu determinantin ominaisuuksiin. Cramerin sdinnoén etu on, ettid se tarjoaa
analyyttisen kaavan lineaarisen yhtaléryhmén ratkaisulle.

Havainnollistetaan Cramerin sdént6 kolmen yhtélon tapauksessa

a1121 + a12x2 + a13r3 = by
a21%1 + a2 + a373 = by
a31T1 + azaTs + az3rs = b3

Cramerin sidanto antaa

by a2 a3 ann b as ann a2 b

by a2 a3 az1 ba  ass az1 a2 ba

bs asz2 as3 a3y bs ass ag1 azz2 b3
T = y, T2 = , I3 =

a11 ai2 a3 ailp a2 ais ailp a2 ais

Ga21 Q22 a23 a1 Az G23 a21 a2z 423

az1 asz ass agr asz2 ass a3l asz2 ass

T&amé pétee aina kun kerroinmatriisi on sdénndéllinen, eli
ailr a2 a13

a21 Q22 @23 7’50'
azip azz ass

Esimerkki 8.1.1. Ratkaistaan esimerkin 8.0.2 yhté&léryhma

2 45 z 1
03 0 y | = -3
10 1 z 5

Cramerin séantod kayttadmaélla. Esimerkin 7.2.2 perusteella tiedetédén, etté

— O N
S W

)
0|=-9
1

Tamén lisdksi tarvitaan viela seuraavat determinantit

1 45
det(By)=| -3 3 0 =5~‘§ 8’+1-‘_é 3’25-—15—1—1-15:—60,
5 0 1
2 1 5 5 s
det(By)=|0 -3 0 :—3-’1 1‘:—3-—3:9,
1 5 1
2 4 1
det(Bs)=|0 3 -3 |=1 ‘g _§'+5~‘§ 3‘1~15+5~615.
10 5
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Ratkaisuksi saadaan

ey

aivan kuten aikaisemminkin.

8.2 Gaussin ja Gaussin-Jordanin eliminointimenette-
lyt

Gaussin ja Gaussin-Jordanin eliminointimenetelmié voidaan soveltaa myos sellaisissa ti-
lanteissa, joissa kerroinmatriisilla A ei ole kéisinteismatriisia. ! Niitd menetelmii voidaan
lisiksi soveltaa myos silloin, kun yhtaloryhmén yhtéldéiden ja tuntemattomien lukumééara
ei ole sama.

Tarkastellaan nyt yhtaloryhmas

a11x1 +aisxs + ...
(2121 + agaxs + ...

Am1T1 + Qoo + ...

missé kerroinmatriisin

a11 a12

a21 a22
A =

Am1 Am2

+ a1nTn = bl
+ a2nTn = b2

+ GmnTn = bm

A1n
a2n

amn

el vilttaméatta tarvitse olla nelimatriisi (mutta se voi olla). Téhén yht&loryhméén voidaan
soveltaa seuraavia muunnoksia sen ratkaisun muuttumatta:

a) yhtélsiden jérjestyksen vaihtaminen,

b) yhden tai useamman yht#lon kertominen vakiolla joka # 0,

c) yhden tai useamman yhtélon lisidminen johonkin toiseen yht#loon

vakiolla kerrottuna.

Gaussin ja Gaussin-Jordanin eliminointimenetelmissé tarkastellaan ns. tdydennettyd ker-

roinmatriisia

ITaloustieteessd téllainen tilanne ei yleenss ole mielenkiintoinen, koska se tarkoittaa jonkinlaista de-

terminoitumatonta tilannetta. Jos yhtdléryhmé kuvaa esimerkiksi markkinatasapainoa, téllainen tilanne
tarkoittaa sité, ettei tasapainoa ole olemassa tai sitten tasapainoja on monia. Jalkimmaéisessi tapauksessa
odotukset yleensd médrdaviat sen mihin tasapainoon lopulta pdadytaén.
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aiy ai12 . Ain bl

a1 a922 . agn b2
(A[b) =

Gml  Am2 cer Qmnp bm

Edelld esitettyyn yhtéloryhmédn kohdistuvia muunnoksia a)—c) vastaa tdydennettyyn ker-
roinmatriisiin kohdistuvat vastaavat muunnokset. Talloin taytyy kuitenkin pitéda mielessé,
etteivit sarakemuunnokset ole sallittuja, toisin kuin astetta selvitettiessid. Yhtaloryhméa
ratkaistaessa sarakemuunnos vastaisi eri muuttujien lisddmisté toisiinsa, miké ei tieten-
kéédn ole sallittua.

Gaussin eliminointimenetelméssi tarkoituksena on muuntaa tédydennetty kerroinmatriisi
riviporrasmuotoon, eli muotoon jossa tidydennety matriisi on

bii bz - bin 1o
0 by - by :
0 0 - by : cn

Huomaa, ettéd télloin viimeinen rivi vastaa yhtdlod b,,z, = c,, josta voidaan ratkaista
z,. Kun tdydennetty kerroinmatriisi on saatu rivipporrasmuotoon voidaan kaikki tunte-
mattomat ratkaista takaisin sijoittamalla (back subsitution), jolloin ensiksi ratkaistaan
kuten edelld ja sijoitetaan se toiseksi viimeiseen yhtéloon, josta ratkaistaan x,_1 jne.

Gaussin-Jordanin menetelmé on sama kuin Gaussin eliminaatio siihen asti kun laajennet-
tu matriisi on saatu riviporrasmuotoon. Gaussin-Jordanin menetelméissé tarkoituksena on
muuntaa tiydennetty kerroinmatriisi edelleen muotoon (jos A on sddnnollinen)

10 0
0 1 0 A~'b
0 0 1

josta nihd#sn yhtaloryhmén yksikésitteinen ratkaisu x = A~!'b. Tai sitten muotoon
(jos A ei ole sddnnollinen tai m # n)

1 0 0
0 1 0 c
00 ... 0

josta ndhddan onko ratkaisuja ddreton mé#rd vai ei yhtéddn. Jos ratkaisuja on d&reton



LUKU 8. LINEAARISEN YHTALORYHMAN RATKAISEMINEN 55

maéadra, ratkaisujoukko voidaan joissakin tapauksissa pystyéd parametrisoimaan. Esimerk-
kitapaukset valaisevat asiaa parhaiten.

Esimerkki 8.2.1. Ratkaistaan jo tutuksi tullut esimerkissé 8.1.1 tarkasteltu yhtéloryhma
vield Gaussin ja Gaussin-Jordanin eliminointimenettelylld. Tdhén yhtaloryhmééan liittyva
tdydennetty kerroinmatriisi on

2 4 5 1 1
03 0 : -3
101 : 5

Seuraavassa merkinnélld ~ tarkoitetaan sité, ettéd tdydennettyjéd kerroinmatriiseja vastaa-
villa yhtéaloryhmilld on sama ratkaisujoukko. Gaussin eliminoinnissa matriisiin ei suoriteta
enempéad muunnoksia, kun se on saatettu alla olevan toisen rivin ensimméisené olevaan
muotoon. Kaydaan ensin ldpi miten Gaussin-Jordanin iteraatio etenee loppuun asti ja pa-
lataan sitten Gaussin eliminointiin.

2 4 5 1 1 101 : 5 101 : 5
. vl . v2 .
030¢: -3~lo3o0o:-=3]~1030: -3
101 : 5 2 4 5 1 1 0 4 3 : —9
1 01 : 5 1oo0: % 1oo0: %
v3 . v4 . v5 .
~1030: -=3~lo3o0o: -3 |~lo1o0: -1
003 : -5 003 : -5 001 : -2

(vl) Vaihdetaan ensimméisen ja viimeisen rivin paikkaa. (Tamé& ei suinkaan ole viltté-
matonta)

(v2) Lisétéddn ensimméinen rivi kolmanteen —2:1la kerrottuna.
(v3) Liséitééin toinen rivi kolmanteen —4:lla kerrottuna.

(v4) Lisétéén kolmas rivi ensimméiseen —3:lla kerrottuna.
(v5) Kerrotaan toinen ja kolmas rivi 1:lla.

Ratkaisu on sama kuin edellisissékin tapauksissa. 2

2T4ssé vaiheessa skeptisinkin voi todeta, ettd ratkaisu on varmasti oikein.
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Palataan nyt muotoon

101 : 5

030 : -3

003 : -5
ja jatketaan Gaussin eliminointia tdsté. Viimeinen rivi vastaa yhtalod 3x3 = —5, josta
saadaan 3 = —5/3. Téamin jilkeen ratkaistaan xo yhtilostd 3xo + 0xz = —3. Periaat-
teessa x3 tulisi sijoittaa yhtdloon, mutta nyt niin ei tarvitse tehdé, koska z3:n kerroin
on nolla. Saadaan x5 = —1. Lopuksi ratkaistaan x1 yhtélostd 1 + 0z + x3 = 5 kun x5

ja xz tunnetaan, jolloin saadaan 27 = 20/3. Tamé& vaihe Gaussin eliminoinnissa on siis
takaisinsijoittaminen.

Esimerkki 8.2.2. Tarkastellaan seuraavaksi yhtaloryhméaa
r—2y+4z=2
20 — 3y + 52 =3
3z —4y+62=17

Ratkaistaan timi Gaussin-Jordanin eliminointimenettelylli (nyt kerroinmatriisi ei ole
sa@nnollinen)

1 -2 4 2 1 -2 4 2 1 -2 4 2
vl v2

2 -3 5 3 ~ 0 1 -3 -1 ~ 0 1 -3 -1

3 —4 6 7 0 2 -6 1 0 O 0 3

(v1) Lisdtédén ensimmiéinen rivi toiseen —2:1la kerrottuna ja kolmanteen —3:1la kerrottuna.
(v2) Lisétdédn toinen rivi —2:1la kerrottuna kolmanteen riviin.

Kolmas yhtélo vastaa nyt degeneroitunutta yhtdlod 0 = 3, jolla ei ole ratkaisua. Koska
talld muunnetulla yhtéloryhmalld on samat ratkaisut kuin alkuperéiselld yhtaloryhmaélla,
ratkaisuja ei ole yhtéan.

Esimerkki 8.2.3. Tarkastellaan vield yhtaloryhmaé

20+ 4y —5z+3t=0
3x+ 6y —T7z+4t=0 |,
54+ 10y — 11z + 6t =0

jossa on nyt enemmén tuntemattomia kuin yhtaloita. Etsitdéan ratkaisu Gaussin-Jordanin
eliminointimenettelyéd kayttdmalld

2 4 -5 3 : 0 2 4 -5 3 :0 2 4 -5 3 10
3 6 -7 4 :0/]~[o o 1 -1 :0|~lo0oo0 1 -1 :0
5 10 —11 6 : 0 5 10 —11 6 : 0 00 3 -3 :0
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2 4 -5 3 10
v3 .
~loo0o 1 -1 :0

00 0 0 : 0

(v1) Kerrotaan toinen yhtils 2:1la ja lisdtadn sithen ensimméinen yhtdlé —3:1la kerrottuna.

(v2) Kerrotaan kolmas yht#lo 2:1la ja lisdtdén sithen ensimméinen yht#lo —5:114 kerrottu-
na.

(v3) Lisdtéén toinen yht#ls —3:1la kerrottuna kolmanteen yhtiloon.

Toinen rivi vastaa nyt yhtaloa z = t, jota kdyttdmalla ensimméisestd yhtalostd saadaan

204+ 4y — 52+ 3t =2+ 4y — 22 =0.

Yhtéloryhmén ratkaisuja ovat kaikki (x, y, z, t), jotka toteuttavat yhtalot 2z+4y—5z+3t =
0 ja z = t. Yhtéloryhmén ratkaisut voidaan nyt esittdd myos muodossa

{(z,y, x4+ 2y, 2+ 2y) | z,y € R}.

Parametrisoidulla ratkaisulla tarkoitetaan juuri téllaisessa muodossa annettua ratkaisua.
Huomaa, ettd ratkaisu on nyt annettu kahden parametrin, x ja y, avulla lausuttuna. Rat-
kaisujen joukko on siten kaksi-ulotteinen vektorialiavaruus R*:ssa. Voit pohtia miten tdmé
tulos liittyy lineaarialgebran peruslauseeseen.

Palataan vield kdéanteismatriisin laskemiseen. Kéaéanteismatriisin laskeminen edellyttas yh-
taloryhmén AB = I laskemista. Jos A on n X n matriisi, niin téssd yhtéloryhméssia on
oikeastaan n yhtéloryhméaé. Havainnollistetaan tatéa esimerkin avulla.

Esimerkki 8.2.4. Olkoon

-1 1 2
A=]13 -1 1
-1 3 4
Ratkasitavana on nyt yhtélosysteemi
-1 1 2 b11 b12 b13 1 0 0
3 -1 1 ba1r —bay bas | =10 1 O
—1 3 4 b31 b32 b33 0 0 1
Laskemalla tamé auki saadaan
—b11 +bay + 2031 —big + bao + 2032 100
3b11 — boy + b3y 3big —bap+b3p | =0 1 0
—b11 + 3bo1 +4b31  —bio + 3bao + 4bso 0 0 1

Voimme nyt havaita, etti téssi on itseasiassa kolme yhtdléryhméi (sarakkeista muodos-
tuvat yhtalot). Niilld on kuitenkin kaikilla sama kerroinmatriisi.
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Kuten edellé olevassa esimerkissd havaittiin, kddnteismatriisin laskeminen edellyttdéd yh-
taloryhmien Ax; = e;, i = 1,...,n, ratkaisemista. Ratkaisuna saatavat vektorit x; ovat
kédnteismatriisin sarakevektorit. Koska kerroinmatriisi kaikille néille yhtéloille on sama,
voidaan ratkaisu hakea késittelemélld yhtdloryhmid samanaikaisesti. Juuri nédin toimitaan
Gaussin-Jordanin eliminoinnissa kéénteismatriisille.

8.3 Sovellus: tasapaino oligopolimalleissa

Mikroteorian aineopinnoissa kiydéain ldpi Cournot-kilpailumalli oligopolistiselle toimia-
lalle. Toimialalla on n yritysté ja kunkin yrityksen ¢ optimaalinen tuotannon taso riippuu
sen omista (vakioksi oletetuista) rajakustannuksista ¢; , ja muiden yritysten tuotannosta

q; seuraavasti:
a—PB3 40—

2p

q; =

Tasapainoehdot voidaan kirjoittaa matriisimuodossa:

28 B - B @ a—cy
g 28 - B @| [a-c
B B 215 q.n a—.cn

Tarkastellaan vaakarivioperaatioita tdydennetylle matriisille

28 B -+ B I a—qa
B 28 -~ B i a—co

BB o 28 1 a—cy
Vihennetdan ensimmaéinen rivi kaikista muista riveistés:

28 B -+ B I oa—q

B B - 0 I oc—c

B 0 -+ B 1 c1—cp
Jokaiselle j # 1 saadaan tulos
Baj = Bq + 1 — ¢ (81)

Ensimmaéinen yht&lé puolestaan kertoo

2Bq1 +5Z(Ij =a—c1.
J#i
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Ratkaistaan ¢ sijoittamalla ylempi yhtéloistd alempaan, jolloin
281+ (n = 1B + (n—1)er = Y ¢j=a—ec,
i
mistd voidaan ratkaista ¢:

a—cp+ Ej;éi(cj —c)
(n+1)8

Muut tuotannot saadaan joko yhtélsd (8.1) kédyttden tai kiyttamalla j:nnettd vaakarivid
matriisin muuntamisessa.

q1 =



Luku 9

Ominaisarvot ja
ominaisvektorit

Ominaisarvoteorian ldahtokohta on se, ettd annettu nelimatriisi A halutaan muuntaa
helpommin késiteltdvaan muotoon. Esimerkiksi, kun tarkastelemme matriisin kertomista
itsensi kanssa AF, A on siis kerrottu itsensé kanssa k kertaa, huomaamme etté, jos A
olisi diagonaalimatriisi A = diag(ay, ..., a,), niin tillsin A* = diag(a¥, ..., ak).
Kysymys on nyt, ettd voidaanko tehdé sellainen muuttujan vaihdos, ettd matriisin A si-
jaan voidaan uusissa muuttujissa tarkastella helpommin kdsiteltdvdid matriisia kuten dia-
gonaalimatriisia? Muuttujan vaihdoksella (tai koordinaatiston muunnoksella tai kannan
vaihdolla) tarkoitetaan tissd kidntyvid kuvausta (matriisia) P; uudet muuttujat ovat
P~ !x. Tarkastellaan miten A € R™*" toimii kun muuttujat vaihdetaan: otetaan y € R"
(uudet muuttujat) ja haetaan sitd vastaava x € R™ (vanhat muuttujat), eli x = Py,
kuvataan A:lla, jolloin saadaan APy ja suoritetaan taas muuttujan vaihdos P~'APy
(y:n kuva uusissa muuttujissa). Siis muunnettu kuvaus on A = P~!AP. Palataan nyt
alkuperaiseen kysymykseen: 16ytyyko P siten ettd A on diagonaalimatriisi?

Merkitadn A;:114 A:n 4:nnen rivin diagonaalialkiota ja v;:114 P:n i:tt4 sarakevektoria. Tél-
16in pétee Av,; = \;v; (silla PA = AP). Titd yhtalod kiytetddn ominaisarvojen ja niité
vastaavien ominaisvektoreiden mééaritelméné. n

Miassritelméd 9.0.1. A on A:n ominaisarvo ja v # 0 on vastaava ominaisvektori jos
Av = )v.

Huom. oletetaan, ettd v # 0, koska O olisi aina ominaisvektori eiki siten kovinkaan
kiinnostava.

60
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9.1 Ominaisarvojen laskeminen

Ominaisarvoja etsittéessé on ratkaistava neliomatriisia A, x, koskeva yhtélo

Av = v,

missd v = (v1,...,0,) ja A on tuntematon ominaisarvo, jota ollaan hakemassa. Kuten
edelld méariteltiin: mikéli on olemassa jokin nollasta eroava vektori v € R"™ ja luku A,
joille tam& yhtélo on voimassa, niin talloin lukua A kutsutaan matriisin A ominaisarvoksi
ja vektoria v # 0 kutsutaan ominaisarvoon A liittyvéiksi ominaisvektoriksi. Huomaa, etté
nollavektori ei kdy ominaisvektoriksi, mutta A = 0 voi kuitenkin olla ominaisarvo.

Matriisien laskusdéntdjen mukaan yhtdlo Av = Av voidaan kirjoittaa myds muodossa

(A—\)v=0.

Huomaa nyt, ettd kyseessd on lineaarinen yhtéaléryhma. Mikali tdmén yhtdloryhmén ker-
roinmatriisi on sdénnollinen, eli det(A — AI) # 0, niin tdlloin ainoa ratkaisu on v =
(A+ )\I)f1 0 = 0. Néin ollen jokaisen ominaisarvon taytyy toteuttaa yhtélo, nk. karakte-
ristinen yhtdalo

a1 — A ai12 . A1n
as1 a9 — AL a9n
det (A — M) = , , , . =0,
anl An2 cer Qpn — A

joka on astetta n oleva polynomiyhtélé (kun determinantti lasketaan auki)
CA(A) = (_1)n)\n + Cn_1>\n71 + ...+ ClA “+co = 0,

missé kertoimet ¢; riippuvat matriisin A kertoimista a;;. Témén polynomiyhtélén juuret
ovat matriisin A kaikki ominaisarvot ja sitd kutsutaan matriisin A karakteristiseksi po-
lynomiksi. Mikali karakteristisella polynomilla on k -kertainen juuri, sen sanotaan olevan
matriisin A k -kertainen ominaisarvo.!

Kannattaa huomata, ettd n x n -matriisilla voi olla korkeintaan n eri ominaisarvoa, koska
sen karakteristinen polynomi on astetta n.

Esimerkki 9.1.1. Joskus matriisin yksi tai usempia ominaisarvoja pystytédan loytdmé&aan
yksinkertaisesti silméileméalld matriisia. Tarkastellaan esimerkiksi matriisia

5 1 1
A=|1 5 1
11 2

1 Jokainen ominaisarvo on karakteristisen polynomin juuri, mutta tarkalleen ottaen asiaa ei ole vield
perusteltu toisin piin: miksi jokainen karakteristisen polynomin juuri on varmasti ominaisarvo? Koska
jokainen karakteristisen polynomin juuri toteuttaa ehdon det(A — AI) = 0, lineaarisella yht&dléryhmalld
Ax = Xx on joko 0 tai co mé#ird ratkaisuja. Koska x = 0 on kuitenkin yht&léryhmén ratkaisu aina,
ratkaisuja tdytyy olla co méaédrd. Néin ollen yhtdld Ax = Ax toteutuu jollakin vektorilla x # 0, joten
kyseessid taytyy olla ominaisarvo.
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Erottamalla 4 tdmén matriisin jokaisesta diagonaalialkiosta, saadaan

1 1 1
1 1 1
1 1 -2

Témin matriisin determinantti on 0, koska siind on kaksi samaa saraketta (ks. kohta
determinantin ominaisuudet). Luku 4 on siis tédmin matriisin yksi ominaisarvo.

Esimerkki 9.1.2. Tarkastellaan diagonaalimatriisia

2 00

0 70

0 0 1
Kun tdméan matriisin jokaisesta diagonaalialkiosta erotetaan 2, saadaan matriisi

00 0

05 0 ],

00 -1
jonka determinantti on 0 (ks. kohta determinantin ominaisuudet). Nidhddin, ettd diago-
naalimatriisin ominaisarvot ovat sen péailavistéjialla olevat alkiot. Ominaisarvoja ei voi
olla enempéd kuin péaaldvistajalla olevia alkioita, koska karakteristisen polynomin aste on
sama kuin péadlavistédjilla olevien alkioiden lukuméaérd. Tamé tulos péatee yleisesti mille

tahansa diagonaalimatriiseille. Sama tulos pitee myds yld- ja alakolmiomatriiseille (mik-
si?).

Yleensd ominaisarvoja ei pystytd ndkemé#n suoraan, vaan joudutaan etsiméin karakte-
ristisen polynomin juuret.

Esimerkki 9.1.3. Lasketaan matriisin
2 1
ominaisarvot. Témén matriisin ominaisarvot ovat karakteristisen polynomin

2-A 1 ’:(2—)\)(5—)\)—1:)\2—7)\—1—9

CAW:’ 1 5-A

juuret. Ndmé saadaan toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavasta

\ TFVE2—4-1-9 TFVI3
1,2 — B .
’ 2

2
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Esimerkki 9.1.4. Ratkaistaan matriisin

B:

w o =
o Oov O
N O N

ominaisarvot. Karakteristinen polynomi on nyt

1—A 0 2
M= 0 5-x 0 |=@1-)

‘ 5— A 0
3 0 2—-2X

0 5-A
AT

3 0
=(1=N6G-A2=-A)-6G-2)=[(1=-N)2-XA)—=6](-21)
=N =3A-4H)B-N=A+1DA-4)(-N).
Tamén matriisin ominaisarvot ovat siis

/\12—1, /\2:4ja>\3:5.

9.2 Ominaisarvojen ominaisuuksia

Ominaisarvoilla on muutamia térkeitd ominaisuuksia, jotka tulevat usein vastaan esimer-
kiksi ekonometrisissa sovellutuksissa. Oletetaan, ettd luvut Aq,..., A\, ovat kaikki matrii-
sin A, x,, ominaisarvot. Nama eivit nyt valttdmatta ole kaikki erisuuria, vaan k-kertainen
ominaisarvo esiintyy listassa k kertaa. Tall6in

det(A) = [T X =MAa. . Ay
i=1

ja

tT(A) =a11 +as+ ...+ apy, = Z)\Z
=1

Esimerkki 9.2.1. Tarkastellaan esimerkin 9.1.3 matriisia. TA4mé&n matriisin determinant-
ti on
2 1
‘ 1 5 ’2~51-19

ja ominaisarvojen tulo on

7T-V13 T+V13 1/, 2 36
Mdz = —5— _4<7_(\/ﬁ) =7 =Y




LUKU 9. OMINAISARVOT JA OMINAISVEKTORIT 64

Esimerkki 9.2.2. Tarkastellaan esimerkin 9.1.4 matriisia. Tdm&n matriisin jalki on
1 0 2
tr 0 5 0 =14+5+4+2=38
3 0 2

ja ominaisarvojen summa on

M+X+ds3=—-1+4+5=8.

Edelld annettujen ominaisarvojen ominaisuuksien perusteella voidaan todeta, ettd matriisi
on sddnnollinen tdsmaélleen sillon, kun 0 ei ole sen ominaisarvo. Listataan my6s muita
havaintoja ominaisarvoista:

1. diagonaalimatriisin diagonaalialkiot ovat ominaisarvoja

2. jos v on ominaisvektori, niin my&s av on ominaisvektori kaikilla o # 0

3. ominaisvektori méirittd4 suunnan, jota kuvaus A ei muuta

4. jos matriisi on symmetrinen, silld on n ominaisarvoa, jotka ovat reaalilukuja

On syytd huomata, ettd osa karakteristisen yhtélon ratkaisuista voi olla kompleksiluku-
ja. Myos kompleksiset ominaisarvot antavat arvokasta tietoa matriisin médarittamésté
lineaarikuvauksesta. Kompleksisiin ominaisarvoihin palataan mydhemmin. Kohdassa kol-
me todetaan, ettd ominaisvektori on madrittdd suunnan, joka ei muutu sitd kuvatteassa
matriisin méédrittamailla lineaarikuvauksella. Ominaisvektoreiden avulla voi siis hahmotel-
la matriisin madrdamén lineaarikuvauksen luonnetta:
1. Jos A:n ominaisarvo on positiivinen, se tarkoittaa sitd, ettd A skaalaa vektoreita
vastaavan ominaisvektorin suuntaan.
2. Jos ominaisarvo on negatiivinen, A peilaa ominaisvektorin suunnat ja skaalaa niité.
3. Jos reaalisia ominaisarvoja ei ole, niin A ei toimi edelld kuvatulla tavalla mihink&d&n
suuntaan, joten matriisi kddntad kaikkia suuntia (ja mahdollisesti skaalaa niitd).

Esimerkki 9.2.3. Pohdi miten matriisin

(k0
a=( 1)

méadrittdmé lineaarikuvaus toimii ja mitkéd ovat sen ominaisarvot. Enté alla olevan mat-
riisin madrittdma lineaarikuvaus

A= (i) o)’

9.3 Ominaisvektoreiden laskeminen

Joskus joudutaan tilanteeseen, jossa tdytyy pystyd laskemaan myos eri ominaisarvoihin
liittyvat ominaisvektorit. Ominaisvektoreita tarvitaan esimerkiksi joidenkin matriisien ha-
jotelmien yhteydessd. Tdhén palataan seuraavassa luvussa. Kun ominaisarvot tunnetaan,
voidaan niitd vastaavat ominaisvektorit ratkaista yhtélosta

(A—\)v=0.
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Kannattaa kuitenkin muistaa, ettei timén yhtdloryhmén ratkaisu ole ikiné yksikésittei-
nen. Mikéli vektorit vi ja vo ovat kummatkin matriisin A ominaisarvoon A liittyvid omi-
naisvektoreita, niin télléin myods avy; + bve on ominaisarvoon A liittyva ominaisvektori

kaikilla a, b € R, silli
A(avy +bvy) = A(avy) + A(bva) = aAvy + bAvy = alvy + bAvs

= )\(CLVl + ng).

Téamaé tulos yleistyy hyvin suoraviivaisesti my6s useampien ominaisvektoreiden tapauk-
seen: kaikki yhtd ominaisarvoa vastaavat ominaisvektorit nollavektori mukaanlukien muo-
dostavat vektorialiavaruuden nk. ominaisavaruuden. Koska mikd tahansa ominaisvekto-
reiden lineaarikombinaatio on edelleen ominaisvektori, saadaan kaikki tiettyyn ominai-
sarvoon liittyvét ominaisvektorit spesifioitua antamalla suurin mahdollinen lineaarisesti
riippumattomien ominaisvektoreiden joukko. Kaikki ominaisvektorit saadaan néiden li-
neaarikombinaatioina.

Ominaisvektoreita etsittdessd on hyva tietdd, ettd ominaisarvoon voi liittyd korkeintaan
sen kertaluvun verran lineaarisesti riippumattomia ominaisvektoreita. Mikéli ominaisar-
von kertaluku on siis 1, niin t&ll6in sen kaikki ominaisvektorit voidaan spesifioida antamal-
la mik4 tahansa ominaisvektori — loput ominaisvektorit ovat tdmén skalaarimonikertoja.

Esimerkki 9.3.1. Ratkaistaan jokin esimerkissd 9.1.4 tarkastellun matriisin ominaisar-
voon 4 liittyva ominaisvektori. Nyt tdytyy ratkaista yhtalo

1 0 2 V1 0
0 5 0 — 413>< 3 (%) = 0 s
3 0 2 U3 0

joka auki kerrottuna vastaa lineaarista yhtaloryhmas

—3v1 +2v3 =0
(%) =0
3@1 - 21}3 =0

On helppo nihdé, ettd tdmén yhtédloryhmén erds ratkaisu on (v1, va, v3) = (2,0, 3). Vektori
v = (2,0,3) on siis yksi ominaisarvoon 4 liittyvistd ominaisvektoreista. Koska tdmén
ominaisarvon kertaluku on 1, kaikki ominaisvektorit ovat muotoa a(2,0,3), missi a € R.

Esimerkki 9.3.2. Ratkaistaan matriisin

1 3
ominaisarvot ja niitd vastaavat ominaisvektorit. Matriisin karakteristinen polynomi on

I=A 3 ‘_(1>\)(5)\)+3_)\26>\+8.

CA(A)—‘ -1 5



LUKU 9. OMINAISARVOT JA OMINAISVEKTORIT 66

Ominaisarvot ovat siis

6F+/(—6)2—-4-1-8 4 2
Ao = VI )2 :6:F\[:6:F =4 ja 2.

2 2

Ominaisarvoa 4 vastaava ominaisvektori loydetédén yhtilon (A — 4I) v = 0, eli lineaarisen
yhtaloryhmén

*3'01 + 3’U2 =0
—V1 + V2 = 0
ratkaisuna. Tdamin eris ratkaisu on selviisti v = (1,1)T. Ominaisarvoa 2 vastaava omi-
naisvektori saadaan vastaavasti yhtdlon (A — 2I) v = 0, eli lineaarisen yhtéloryhmén

—v1 4+ 32 =0
—v1 + 33 =0

ratkaisuna. TAmén eréis ratkaisu on selvésti v = (3,1).

9.4 Ominaisarvohajotelma

Olkoon A n x n-matriisi, jolla on olemassa n lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria.
Voidaan osoittaa, ettéd eri ominaisarvoihin liittyvéit ominaisvektorit ovat aina lineaarisesti
riippumattomia. Néin ollen matriisilla on n lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria,
mikéli jokaiseen ominaisarvoon liittyy sen kertaluvun verran lineaarisesti riippumattomia
ominaisvektoreita. Téllaista matriisia sanotaan diagonalisoituvaksi matriisiksi.

Olkoot A1, ..., A, matriisin A ominaisvektorit, jotka eivit vilttaméatté ole kaikki erisuu-
ria. Olkoot vi,...,Vv, niitd vastaavat ominaisvektorit, jotka nyt siis ovat lineaarisesti
riippumattomia. Matriisi A voidaan t&lloin esittdd muodossa

A =PAP

missd A on diagonaalimatriisi, jonka pa#lavistdjin alkiot ovat ominaisarvot, ja matriisin
P sarakkeet ovat néitd vastaavat ominaisvektorit samassa jarjestyksessa. Téllaista hajo-
telmaa kutsutaan matriisin spektraaliesitykseksi tai ominaisarvohajotelmaksi. Matriisia P
kutsutaan joskus similariteettimuunnosmatriisiksi ja diagonaalimatriisia A similariteetti-
muunnokseksi. Kun kiytetddn merkintdd v; = (vi4, ..., vn;), hajotelma voidaan kirjoittaa
vield tarkemmin muodossa

V11 V12 co. Uin Al 0 e 0 V11 V12 N Vin
V21 V22 N X 0 )\2 NN 0 V21 V22 N %)

Upl Un2 .. Upn 0 0 ... A\, Upl Un2 .- Unn
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Joskus matriisin P sarakkeina kiytetddn normalisoituja, eli omalla pituudellaan jaettuja,
ominaisvektoreita. T&ll6in sarakkeina ovat siis vektorit

V1 Vn
Fva " va I
Intuitiivisesti on helppo ymmértéid miksi ndin voidaan tehdé. Koska spektraaliesityksessa

esiintyy kummatkin matriisit P ja P!, jonkinlainen normalisointi tapahtuu joka tapauk-
sessa.

Esimerkki 9.4.1. Esimerkisséd 9.3.2 ratkaistiin matriisin

a=(403)

ominaisarvot ja ominaisvektorit. Ominaisarvot ovat A1 = 4 ja Ay = 2. Ominaisvektorit
ovat vi = (1,1)T ja vy = (3,1)T vastaavasti. Lineaarisesti riippumattomia ominaisvekto-
reita on siis yhtd monta kuin ominaisarvoja, joten spektraaliesitys on olemassa. Tarkas-
tetaan asia:

GHGHG) -GHDEDCT )



Luku 10

Lineaariset differenssiyhtalot

Systeemid zp1 = Az, k = 0,1,... sanotaan lineaariseksi differenssiyhtéloksi. Téssé k
on aikaindeksi ja vektori z kuvaa jotakin ajassa etenevdé ilmiGtd. Siirtyminen jaksosta
toiseen médrdytyy matriisin A méarittdmésta lineaarikuvauksesta rekursiivisesti. Jos ha-
lutaan tietdéd z hetkelld k& on tunnettava zg, eli alkutila. Jos z; voidaan esittdé suljetussa
muodossa, siten, ettd sen laskemiseksi ei tarvitse kdyda rekursiota alusta hetkeen k asti,
niin tdlloin sanotaan, ettd tiedimme differenssiyhtdlon ratkaisun. Tarkoituksena on seu-
raavaksi hy6dyntédé ominaisarvoteoriaa lineaaristen differenssiyhtéloiden ratkaisemisessa.
Tarkastellaan aluksi paria esimerkkié.

Esimerkki 10.0.2. Tarkastellaan korkoa korolle mallia: pddoma periodilla k on y, vuo-
sikorko p, yr+1 = (14 p)yx. Laskemalla periodista 0 alkaen, y; = (14p)yo, y2 = (1+p)%yo,
jne. havaitaan, ettd yp = (14 p)*yo (differenssiyhtilon ratkaisu).

Esimerkki 10.0.3. Oletetaan, ettd mallissa tyottomyydelle: tyossidkayvit keskiméérin
x, tyottomat keskimédrin y, tyollistymistodennékoisyys p, tyossdpysymistodennikoisyys
q, jolloin

Tyl = qTg + DYk
Ur1 = (I—qzp+ (1 —py

Tpi1) _ [ 4 D Tp
Ykt+1 1—q 1—-p) \yk

Kahden muuttujan mallista havaitsemme, ettéd jos kerroinmatriisi A olisi diagonaalimat-
riisi, niin muuttujat (z:n komponentit) olisivat toisistaan riippumattomia (uncoupled) ja
komponentit periodilla k voisi laskea erikseen kuten korkoesimerkissé, esim. tyottomyys-
mallissa = ja y eiviit ndytd erikseen ratkeavan kuten korkoesimerkissé (kokeile). Ominai-
sarvohajotelmalla saamme muuttujan vaihdoksen, joka antaa diagonaaliseen kerroinmat-
riisiin, jossa lavistédjéalla ovat ominaisarvot.

tal matriisimuodossa
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10.1 Ratkaiseminen diagonalisoinnilla

Oletetaan, ettd A on diagonalisoituva. Differenssiyhtélon z;1 = Az ratkaiseminen dia-
gonalisoinnilla voidaan ymmirtié helpoiten siten, ett# ratkaisuna haetaan esitys A*:lle.
Voimme nimittiin havaita, etté z, = A¥zq. Induktiopésttelylld saamme:

AF =P IAFP

ja koska A on diagonaalimatriisi voidaan A* laskea helposti; A*:n diagonaalilla on A:n dia-
gonaalialkiot k:nnessa potenssissa. Ominaisarvohajotelma johtaa siis sithen ettd hankalan
k-kertaisen matriisitulon sijaan saamme ratkaisun ominaisarvojen avulla varsin helposti.

Esimerkki 10.1.1. Téssd esimerkissd perustellaan ominaisarvojen kéayttéo muuttujan
(koordinaatiston) vaihdoksella. Ratkaistaan matriisin

A= (1}2 g)

madrittamé differenssiyhtélé zx,1 = Azj. Lasketaan ominaisarvot ja ominaisvektorit:
karakteristinen yhtdlo det(A—AI) = 0 < (1—X)(0—\)—4-1/2 = 0. Saadaan ominaisarvot
A1,2 = 2, —1. Ominaisvektorit, (7)

a-nn= (1 4) (2,

joten mm. v! = (4,1) kelpaa ominaisvektoriksi.

(ii)
(A= oI) = <1§2 111> (ZD

joten mm. v¥ = (—2,1) kelpaa toiseksi ominaisvektoriksi. Edelleen muunnosmatriisiksi

saadaan
4 -2
P~(i 7)

pl_ ( 1/6 1/3>.

ja
-1/6 2/3

Tehd&én muuttujan vaihdos, merkitédén z = (x,y), uudet muuttujat X ja Y, Z = (X,Y):
X\ (16 1/3) (=«
v) = \-1/6 2/3) \y
z\ (4 -2\ (X
y) \1 1 Y

Johdetaan differenssiyht#lo Z:lle: Zy, 1 = P 'APZ; ja P~'AP on diagonaalimatriisi,
jossa ominaisvektorit diagonaalilla, eli

i (20
P AP_<O _1>.

ja
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Tassé differenssiyhtdlossd X ja Y eivit riipu toisistaan, koska B on diagonaalimatriisi!

Ratkaistaan Zy: Xj, = 2 X( ja Y, = (—1)*Y}. Siirrytéén takaisin alkupersisiin muuttujiin

meen= (1) (Zf%)
- (MR ) — e (1) + v (7)

Alkuarvot X ja Y, saadaan taas muunnoksella Zg = P~ 'z,.

Esimerkki 10.1.2. Ominaisarvojen avulla voimme my6s mééritelli monimutkaisempia
matriisiarvoisia funktioita. Esimerkiksi eksponenttifunktiolla on tunnettu sarjakehitelmé

2 1‘3

T
T __
e —1+x—|—2! +3! + ...

Oletetaan, ettdi A on diagonalisoituva matriisi. T#ll6in voimme midritelld funktion e®

edelld kuvatulla sarjakehitelmalléd ja kdyttamalld ominaisarvohajotelmaa saamme
e = P~ ldiag(e™,...,eM)P,

missé Aq,...,\, ovat matriisin ominaisarvot.

10.2 Yleinen ratkaisu

Oletetaan, ettd A diagonalisoituva ja sen ominaisarvot ovat reaalilukuja, ominaisarvot

A1, ..., Ay ja ominaisvektorit vi,...,vy. Merkitdén
A - 0
0 - A
jolloin
Ak 0
AP =1 ;
0 e

Lause 10.2.1. Differenssiyhtilon zi41 = Az yleinen ratkaisu on
_ k k k
Zj = CIATV1 + CaAgVa + ...+ CpAp Vi,

missd c;, t = 1,...,n, ovat vakioita.

Yleiselld ratkaisulla tarkoitetaan sité ettéd ratkaisu on aina edelld kuvattua muotoa riip-

pumatta alkuarvosta zg. Vakiot ¢;, ¢ = 1...,n, voidaan ratkaista, kun alkuarvo zy on

annettu; merkitéiin ¢ = (c1,...,c¢,), jolloin ¢ = P~ 1z.



LUKU 10. LINEAARISET DIFFERENSSIYHTALOT 71

Lause 10.2.2. Kun alkuarvo on zg niin differenssiyhtdlon ratkaisu on zj = PAFP1z,.

Esimerkki 10.2.1. Ratkaistaan PA*P~! differenssiyhtélolle zx1 = Azy,

-1 3
(7Y
Karakteristinen yht&lo det(A — AI) = 0:

‘—1—/\ 3

_ _ R )2 _ A —
) _)\‘/\(1+/\) 6=A+X—6=0.

Ominaisarvot ovat Ajo = (-1 £+v/1+4-6)/2 = (-1 £5)/2, eli Ay = =3 ja Ag = 2.
Ratkaistaan ominaisvektorit: ()

(A— NIy = (1;3 g) (z;) B (8) ’

joten on oltava 2v; + 3vy = 0, esim. v = (3, —2) on ominaisvektori.

(i
) (A - XD = (12 ’ —32> (Z;) N (8> ’

joten —3v; 4+ 3v1 =0, esim. v = (1,1). Saadaan muunnosmatriisiksi
3 1
P (%)
-1 (02 -0.2
P _<0.4 0.6 /-
Saadaan
ro—1 (3 1\ [(=3)F 0) (/02 -0.2
PA'P _(—2 1 ( 0 2¢)\04 06
( 3(=3)F 2K\ (0.2 -0.2
“\(-2)(=3)k 2k)\04 06

(
(02 (=1)k. 3k 40428 0.2 (=3)F +0.6-2"
T \02- (1)L 3R 40428 02 (=1)F2.3F +06-2F )

ja sen ka#dnteismatriisi on

—_ =

10.3 Kompleksiset ominaisarvot

Diagonalisointiin tarvitaan n ominaisarvoa, mutta mitd jos kaikkia n&itd ei 16ydy re-
aalilukujen joukosta? Vastaus on, ettd matriisi voidaan silti diagonalisoida kéyttdméalla
kompleksisia ominaisarvoja ja toimimalla aivan samoin kuin reaalisten ominaisarvojen
tapauksessa. Huomaa, ettd osa ominaisarvoista on kompleksisia silloin, kun osa karakte-
ristisen yhtélon juurista on kompleksilukuja. Kerrataan aluksi muutama asia kompleksi-
luvuista.
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10.3.1 Kompleksiluvut

Missritelmi 10.3.1. kompleksiluku on muotoa a+ib oleva luku missi i:1le pitee i2 = —1
ja a ja b ovat reaalilukuja

Lukua a sanotaan reaaliosaksi ja lukua b imaginaariosaksi, ¢ on imaginaariyksikko.
Maaaritelméi 10.3.2. Luvun z = a+4b kompleksikonjugaatiksi sanotaan lukua z = a—1b.

Lause 10.3.1. Jos kompleksiluku z on polynomin juuri niin myds zZ on polynomin juurt.

Huom. n:nnen asteen polynomilla on enintdén n juurta, jos n = 2 ja yksi juurista on
kompleksiluku niin toisenkin on oltava Huom. vaikka kompleksiluvut mééritelldén toisen
asteen yht#lon ratkaisujen kautta (i toteuttaa yhtilon 22 = —1), niilli saadaan kaikkien
korkeampaakin astetta olevien polynomiyhtaléiden kaikki ratkaisut.

Listataan muutamia térkeitd kompleksilukujen ominaisuuksia:

1. summa 21 + 29 = (a1 + a2) +i(by + b2) (zk = ax + bii, k=1,2)

2. tulo Z1%2 = (a1a2 - blbg) + i(a1b2 - agbl)

3. DeMoivren kaava 2% = r¥(cos k6 +isin kf), missi r = Va2 + b2 ja kulma 6 misriy-

tyy yhtélostd cos = a/r.

Tarkastellaan nyt matriisia, jolla on kompleksisia ominaisarvoja. Jos jokin ominaisarvo on
kompleksinen, niin luonnollisesti ominaisvektorista tulee kompleksivektori. Kompleksisille
ominaisarvoille ja vektoreille pétee seuraava tulos.

Lause 10.3.2. Jos z = a+ i on ominaisarvo n X n matriisille A ja u+iv, (u,v € R"?)
on tatd vastaava ominaisvektori, niin tdalloin Z on myds A:n ominaisarvo ja u — iv on
tatd vastaava ominaisvektori

Pohditaan vield lyhyesti miten lineaarikuvaus kayttaytyy, jos silld on kompleksisia omi-
naisarvoja. Méaaritelmén mukaan reaalinen ominaisvektori on sellainen, ettd kuvaukset té-
mén vektorin suuntaan pysyvét saman suuntaisina. Siten voimme péaételld, etté jos kaikki
ominaisarvot ovat kompleksisia, niin matriisi kdéantad kaikkia suuntia.

10.3.2 Differenssiyhtdlon ratkaisu

Olkoon A on 2 x 2 matriisi, jonka kaikki alkiot ovat reaalilukuja. Oletetaan, myos, etté
matriisilla on kompleksiset ominaisarvot z = a £ i ja niitd vastaavat ominaisvektorit
u +iv. Télloin differenssiyhtélon z;1 = Az yleinen ratkaisu on

2y, = 2r%[(cy cos kO — cosink@)u — (o cos kb + ¢y sin k6)v],

missé ¢ ja co ovat reaalilukuja, jotka maaraytyvat alkuarvosta zg. Kompleksiset ominais-
arvot johtavat sithen etté ratkaisu “véréhtelee” sini- ja kosinitermien johdosta.

Edelld oleva tulos voidaan perustella seuraavasti.
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1. Diagonalisoidaan matriisi kuten reaalisten ominaisarvojen tapauksessa ja ratkais-
taan muuttujan vaihdoksen avulla differenssiyht&lo:

P = (u+iv ufiv)
2. Kompleksilukujen laskuséfintéjen (summa ja tulo) avulla havaitaan, etti A diago-
nalisoituu ja
_ -1 _ o+ 'LB 0
S N
3. Merkitadn Z = (X,Y) (uudet muuttujat), differenssiyhtilo Z:lle

Xk+1 = (Oz-f—lﬁ)Xk
Yiyr = (a—iB)Yx
Yleinen ratkaisu on muotoa Xj, = ki (a+i8)*, Vi = ko(a—iB)¥, missi k; ja kg ovat
kompleksilukuja
4. Kun tehdddn muunnos takaisin alkuperéisiin muuttujiin, tuleeko niistd reaalisia?
Kylla kun kq ja ko ovat toistensa kompleksikonjugaatit

5. Yleinen ratkaisu (edelld) saadaan kompleksilukujen laskusddnnoéilld ja DeMoivren
kaavalla.

Esimerkki 10.3.1. Olkoon differenssiyhtélon kerroinmatriisi

A (4.

Kirjoitetaan karakteristinen yht#ls: A2 — 2\ 4+ 10 = 0. Tdmén ratkaisut ovat
Meo=(2£v4-4-10)/2=(2+£Vv-36))/2=(2+6V—-1)/2=1=+13.

Etsitadn ominaisvektorit:

(=31 (v _ (0
aow= (55 ()= )
eli —3iv; + vy = 0, esim. v = (1, 37) kelpaa. Toinen ominaisvektori on (1, —37). Saadaan,

ettd r = V12 + 32 = V10, 6 = arccos(1/v/10) ~ 1.249. Kirjoitetaan differenssiyht&lon
ratkaisu. Merkitdén z = (z,y)

(x’“) - V10" [(cl cos kO — ca sin k) <(1)> ~ (czcos kO + ¢y sin ko) <g)} .

Yk

10.3.3 Stabiilisuus

Kompleksisten ominaisarvojen eras téarkea sovellutus on stabiilisuusanalyysi. Méaritellaan
ensin mité tarkoitetaan stabiilisuudella.

Msassritelmé 10.3.3. Lineaarisen differenssiyhtéilon zx,1 = Az tasapaino z = 0 on
(globaalisti asymptoottisesti) stabiili, jos differenssiyhtilon ratkaisut suppenevat kohti
vektoria 0 kaikilla alkuarvoilla zg.
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Huomaa, ettd origo on tasapaino, eli toteuttaa yhtdlon Ax = x. Jos alkuarvoksi asete-
taan origo niin siiné pysytéaéin kaikkina ajanhetkiné. Stabiilisuus tarkoittaa sité, ettéd jos
ldhdetdén origon ulkopuolelta, niin jan kuluessa paddytdidn mielivaltaisen ldhelle origoa,
eli ratkaisu suppenee kohti origoa. Téamé tarkoittaa, ettd ||zx| — 0 kun & — oo.

Reaalisten ominaisarvojen tapauksessa tasapaino on stabiili kun ominaisarvot ovat itsei-
sarvoltaan pienempid kuin 1. Yleisesti ominaisarvojen on oltava kompleksitasossa yksik-
koympyrén sisédpuolella.

Lause 10.3.3. Origo on stabiili tasapaino differenssiyhtdlolle zy1 = Azy jos mille hy-
vinsd A:n ominaisarvolle a + bi pdtee r = Va2 + b2 < 1.

10.4 Markov-prosessit

Eris sovellus differenssiyhtiloille on Markov-prosessit. Ne ovat ajassa sattumanvaraisesti
etenevid ilmiocité, jotka alkavat joka hetki uudestaan. Toisin sanottuna niiden tulevaisuu-
teen vaikuttaa vain nykyhetken tilanne eiké se, miten sithen on tultu.

Msassritelmé 10.4.1. Oletetaan darellinen méara tiloja ¢ = 1,...,n. Stokastinen pro-
sessi on sdanto, joka madrittiad todennikoisyydet sille, etté periodilla k+1 ollaan tilassa i.
Jos tilojen todennékoisyydet riippuvat vain edellisen periodin tilasta, stokastista prosessia
sanotaan Markov-prosessiksi.

Esimerkki 10.4.1. Luokitellaan perheet kotipaikan mukaan: (1) kaupunkilaisiin, (2) esi-
kaupunkien asukkaisiin ja (3) maalaisiin. Eri luokkia voidaan pit#é tiloina 1,2, 3, jos per-
heen kotipaikan tyyppi muuttuu, niin tila muuttuu.

Tilansiirtotodennikoisyydet; merkitiin x%(k) todennikoisyys etti jaksolla k ollaan tilassa
1. Siirtymétodennékoisyydet m;; = todenndkoisyys ettd jaksolla k41 tila on ¢ kun jaksolla
k oltiin tilassa j. Naméi voidaan koota tilansiirtomatriisiksi (Markov-matriisiksi):

mi1 0 Min
M =

Mmp1 - Mpn

Esimerkki 10.4.2. Voidaan ajatella ettd todenniikdisyys z¢(k) kuvaa osuutta populaa-
tiosta, joka asuu (i = 1) kaupungissa, (i = 2) esikapungissa, (i = 3) maalla jaksolla k.
Esim. m; = todenn#kéisyys, jolla pysytddn kaupunkilaisena (j = 1) tai tullaan kau-
punkilaiseksi (j = 2 tai j = 3), voidaan tulkita osuuksina populaatiosta, jotka pysyvét
paikoillaan ja muuttavat. Oletetaan

0.75 0.02 0.1
02 09 0.2
0.05 0.08 0.7
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Markov-prosessi voidaan esittiéd differenssiyhtdlonid. Todennikoisyys, etté jaksolla k + 1
ollaan tilassa i: x(k + 1)= (tod. nik. ettd siirrytiiin tilasta 1 tilaan i) x (tod. nik. etti
lahdetééin tilasta 1) +...+ (tod. nik ettd siirrytdén tilasta n tilaan ¢) x (tod. nik. ettd
lihdetddn tilasta n) =3, m;j2’ (k). Tilansiirtomatriisin avulla x(k + 1) = Mx(k), eli

ol (k+1) my oo oma\ [zt (k)

x™(k+1) Mp1 -+ Man "™ (k)

Esimerkki 10.4.3. Tarkastellaan seuraaksi esimerkkid Markov-prosessista ja lasketaan
Markov-matriisin ominaisarvot. Olkoon Markov matriisi

0.9 0.4
M= (0.1 O.6>'

Ratkaistaan ominaisarvot:
det(M — AI) = (0.9 — A)(0.6 —A\) —0.1-0.4 = A2 — (0.94+0.6)A+0.9-0.6 —0.04 =0.

Ominaisarvoiksi saadaan A; o = (1.5 +£v1.52 —4-0.5)/2 = (1.5+£0.5)/2 = 1,0.5. Vastaa-
vat ominaisvektorit ovat v; = (4,1) ja vo = (1, —1). Differenssiyhtélon yleinen ratkaisu
on siten

2l k+1) = ¢1-4-1F4¢-1.05°
22(k+1) = c¢1-1-1"4¢5-(—1)-0.5%

Voimme téssé esimerkissd tehdd seuraavat havainnot:
1. toinen ominaisarvo on yksi ja toinen pienempi kuin yksi
2. kun k — o0, niin raja-arvona on ¢; (4, 1) (ominaisarvoa 1 vastaavan ominaisvektorin

suunta), koska raja-arvon on oltava todennikoisyysjakauma on 4¢; + ¢ = 1, eli
Cc1 = 1/5

Edellé tehdyt havainnot patevit yleisesti Markov-matriiseille. Kun M on Markov-matriisi,
jonka kaikki komponentit ovat nollasta poikkeavia (tai M*m alkiot nollasta poikkeavia
jollakin k), niin yksi ominaisarvoista on yksi ja loput vélilld (—1,1). T&ll6in prosessi sup-
penee kohti ominaisarvoa 1 vastaavan ominaisvektorin méarittamaés rajajakaumaa. Taméa
rajajakauma on differenssiyhtélon stabiili tasapaino (kaikilla todennékéisyysjakaumilla
alkutiloina). Kokeile eo. esimerkissi mitd on

v (0a):

Esimerkki 10.4.4. Tarkastellaan prosessia

rl(k+1) 0.75 0.02 0.1\ [z'(k)
2k+1)| =02 09 02220k
23k + 1) 0.05 0.08 0.7) \a3(k)



LUKU 10. LINEAARISET DIFFERENSSIYHTALOT 76

Tiedetdén, ettéd yksi kerroinmatriisin ominaisarvoista on 1, joten hyodyntamalld tuloksia
matriisin ominaisarvojen yhteydestd matriisin jidlkeen ja determinanttiin saadaan 14+ A1+
Ao =0.75+0.940.7 = 2.35 ja A1 Ay = 0.455. Tésta voidaan ratkaista kaksi tuntematonta
ominaisarvoa: 0.7 ja 0.65. Ominaisvektorit ovat

2/15 8 1
10/15 ], [ =5 ] ja | O
3/15 -3 ~1

Yleiseksi ratkaisuksi saadaan
ot (k+1) 2/25 8 1

22(k+1) | = [10/15 ) + o [ =5 | (0.7)* +¢e3 [ 0 | (0.65)%.
3k +1) 3/15 -3 —1



Luku 11

Nelibmuodot ja matriisin
definiittisyys

Jokaisen nelidmatriisin A € R*»*" avulla voidaan mééaritelld funktio

n n

q:R" =R, q(x)= x Ax = ZZ AT,

i=1 j=1

jota kutsutaan matriisin A méarittaméksi nelidmuodoksi. Huomaa, ettd neliomuodolla
tarkoitetaan vektoreiden x ja Ax vilistd sisdtuloa. Neliomuotojen avulla voidaan esit-
tdéd neliollisia funktioita, eli funktioita, joissa muuttujat (ja eri muuttujien tulot) ovat
korkeintaan toista astetta. Yleisesti usean muuttujat toisen asteen funktiot ovat muotoa

fx)=x"Ax+b 'x+c

On helppo huomata, ettid aukikirjoitettuna neliéllisen funktion lausekkeesta voi tulla var-
sin pitké, joten matriisimerkinté lyhent&a neliomuodon merkitsemistd huomattavasti. Ne-
liollisisté funktioista on hyva huomata, myos se, etté niiden esitysmatriisi A voidaan valita
symmetriseksi, silld z;z; = x;x;.

Esimerkki 11.0.5. Kirjoitetaan auki miltd nayttia

1 3 2 T1
(ml X9 ch) 3 2 1
2 1 2 T3
Jalkimmainen tulo on
xr1 + 3!172 + 2(E3
3z, + 229 + 3
221 + x2 + 223

Kertomalla tdméan vektorin x kanssa saamme
1:% + 3x129 4+ 221203 + 3T172 + 2:5% + xox3 + 22123 + ToT3 + 23:% =

x% + 2:10% + 2m§ + 6z122 + 4123 + 220223

7
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Esimerkki 11.0.6. Muodostetaan matriisiesitys funktiolle
f(x) =64 Tx1 + 3z2 + 2:5% + 5x129 + 4:5%.

Vakiotermi on ¢ = 6, lineaarisen termin kerroinvektori on b = (7,3) ja neliéllisen termin
kerroinmatriisi on

Nelismuotoa g(x) = x Ax sanotaan positiivisesti definiitiksi, jos q(x) > 0 kaikilla x €
R”™, x # 0. Nelidmuotoa sanotaan positiivisesti semidefiniitiksi (joskus myos ei-negatiivisesti
definiitiksi), jos

(x) = >0 kaikilla x € R™,
A¥)=1 =0 jollakin vektorilla x € R™,x # 0.

Symmetristd matriisia A sanotaan nyt positiivisesti definditiksi (semidefiniitiksi), miké-
li sitd vastaava neliomuoto x Ax on positiivisesti definiitti (semidefiniitti). Vastaaval-
la tavalla symmetristd matriisia A sanotaan negatiivisesti definiitiksi (semidefiniitiksi),
mikili matriisi —A on positiivisesti definiitti (semidefiniitti). Tamé tarkoittaa sité, etti
nelismuoto —x Ax on positiivisesti definiitti (semidefiniitti). Mikéli matriisin mééritta-
mé neliomuoto saa positiivisia ja negatiivisia arvoja, tdlléin matriisin sanotaan olevan
indefiniitti.

Esimerkki 11.0.7. Matriisin

0 1 0
A= 1 0 3
0 3 -2
mairittiméa neliGmuoto on
. 0 1 0 T
q(x) =x Ax = (r1,29,23)| 1 0 3 T2
0 3 -2 X3
Mo
= (l‘g,l’l + 31’3, 3$2 — 2:]93) T2 = X1T2 + I2($1 -+ 3:]93) -+ $3(3£L'2 — 2{133)
x3

= —2x§ + 2z129 + 622273,

Kyseessé on indefiniitti matriisi, koska esimerkiksi q[(0,0,1)]=—2 ja q[(1,1,0)]=2.

Esimerkki 11.0.8. Matriisi

ja]

\
O
o O
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on positiivisesti semidefiniitti, silla

1 71 0 T
-
q(X) =X BX = (x1,$27l‘3) _1 1 0 T
0 0 5 5
1
= (1 — x2, —x1 + 2, 523) ) =x1(x1 — T2) + T2(—21 + 32) + 530?2)
T3

= 2% + 23 — 22129 + 523 = (v1 — 22)% + 523 > 0 kaikilla x € R®.

Huomaa, ettd matriisi ei ole positiivisesti definiitti, silld esimerkiksi q[(1,1,0)]=0.

11.1 Definiittisyyden méairittdminen

Matriisin definiittisyyden tarkistamiseksi on olemassa tuloksia, joiden avulla tehtéivé hel-
pottuu huomattavasti. Esimerkeissd 11.0.7 ja 11.0.8 tarkasteltu suoraviivainen tapa on
yleensa liian vaikea. Tarkastellaan jélleen matriisia

a1 ai2 e A1n

a21 a2 . agn
A =

Apl Qp2 ... Qpn

Téamén matriisin johtavilla pddalideterminateilla tarkoitetaan determinantteja

a1;p ai2 cee Qg

) a21 Aa22 ce. Q9
A(d) = . , 1=1,2,....n

[£251 a2 Qg

Johtavat pddalideterminantit saadaan ottamalla matriisin nk pad&dminoreista determinan-
tit. Ensimméinen pddminori on se matriisi josta on poistettu n — 1 viimeistd rivid ja
saraketta, eli a11, toinen padminori on matriisi, josta on poistettu n — 2 vimeista rivii ja
saraketta.

Voidaan osoittaa, ettd matriisi A on positiividefiniitti jos sen kaikki p#dalideterminantit
ovat positiivisia, eli
A(i) >0 kaikilla i =1,2,...,n.

Voidaan myds osoittaa, ettd matriisi A on negatiividefiniitti jos sen paaalideterminantin
merkki vaihtelee seuraavan sddnnon mukaisesti

A(1)<0, A(2) >0, A(3) <0, ... ,(—1)"A(n) > 0.



LUKU 11. NELIOMUODOT JA MATRIISIN DEFINIITTISYYS 80

Esimerkki 11.1.1. Osoitetaan, ettd matriisi

-2 1 0
A= 1 -1 0
0o 0 -3

on negatiivisesti definiitti. Tamé&n matriisin pddalideterminantit ovat

A(l)=-2<0,

A(Q)‘_l2 _11‘(2).(1)1.1211>0,
-2 1 0 P

AB)=| 1 -1 0 :—3’ h _1‘:—3~1:—3<0,
0 0 -3

joten kyseessd on todellakin negatiivisesti definiitti matriisi.

Esimerkki 11.1.2. Milla vakion v € R arvoilla matriisi

1
A= U
U

g ~ g
= e g

on positiivisesti definiitti. Kaikkien pa#alideterminanttien tulee olla positiivisia, joten saa-
daan ehdot

1>0,
1 u 2
=1-u'>0e -l<u<l,
u 1
L 1 wu U U 1
u 1 u|=1 —u +u
u 1 u 1 U
u u 1

1
:(1—u2)—u(u—u2)+u(u2—u):2u3—3u2+1:2(u—1)2(u—|—§)>O

1 1
@u+§>0jau7£1 @u>—§jau7€1.

Koska kaikkien nédiden ehtojen taytyy olla voimassa yhté aikaa, on matriisi positiivisesti
definiitti tdsmélleen silloin kun

1< <1
——<u .
2

My6s ominaisarvojen avulla voi tutkia matriisin definiittisyytté.
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Lause 11.1.1. Symmetrinen matriisi A on positiivisesti semidefiniitti (neg.sem.def) jos
ja vain jos A:n ominaisarvot ovat suurempia tai yhtd suuria kuin nolla (< 0 neg.sem.def.
matriisille). Matriisi on positiivisesti definiitti (neg.def.) jos ja vain jos sen ominaisarvot
ovat positiviset (< 0 neg.def). Matriisi on indefiniitti jos ja vain jos silli on positiivinen
ja megatiivinen ominaisarvo.

Esimerkki 11.1.3. Ominaisarvojen perusteella esimerkeissd 9.1.2 ja 9.3.2 olevat matriisit
ovat positiividefiniittijé. Esimerkissd 9.1.4 esitetty matriisi on indefinitiitti.

Semidefiniittisyytté voi tutkia myos samaan tapaan kuin definiittisyyttd minorien avulla.
Merkitasin matriisilla M?il prosin} sitd matriisia, joka saadaan A:sta jattdmalla siita rivit
ja sarakkeet i1,42,...,1,, eli

Aiviy  Qiyip "0 Qigig
n —
{1172,---,%}

Aipiv  Qipiz 70 Gigiy

Merkitdan viela
Al iginy = det(ME, G y)-

> 0 kaikilla n ja {i1,...,4,}. Vas-

Matriisi A on positiivisemidefiniitti, jos A?,
in} > 0 parillisilla n ja kaikilla

'Llai27<~-vin}

taavasti matriisi on negatiivisemidefiniitti, jos {ivsio

{i1,...,in} ja parittomilla n pétee A?. iy <0 kaikilla {i1,...,4,}. Huom. jos mat-

11,82,- 4,00
riisi ei ole negatiisisemidefiniitti tai positiivisemidefiniitti, niin se on idefiniitti.

Esimerkki 11.1.4. Tarkastellaan matriisia

A:

= O N
o O O
S O =

Tamé matriisi on indefiniitti, koska A; = 2 ja

2 _ 2 1 —
A{173} = det (1 O) =—1.

11.2 Cholesky-hajotelma

Olkoon A symmetrinen ja positiivisesti definiitti matriisi. Tall6in matriisi A voidaan esit-
td44 muodossa

;
A=LL ,

missd L on jokin alakolmiomatriisi (L-r on téllsin tietenkin yldkolmiomatriisi). Téllais-
ta hajotelmaa kutsutaan matriisin Cholesky hajotelmaksi. Kirjoittamalla tdmé hajotelma
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eksplisiittisesti muodossa

ail ai12 N QA1n 111 0 e 0 111 121 N lnl
a1 a22 ... Qop 121 122 . 0 0 l22 e lng
an1 Aap2 cee Qpn lnl lng e lnn 0 0 N lnn

voidaan osoittaa, ettd matriisin L alkiot pystytdédn ratkaisemaan rekursiokaavalla
i—1 . .
lij = i (aij -39 likljk> , 1>,

i—1 ;9
li = \f @i = 2 =1 Ly

Tésséa rekursiokaavassa matriisin L alkiot ratkaistaan sarakkeittain ja ylha&lta alaspain.
Algoritmia kutsutaan Cholesky-Banachiewicz algoritmiksi. Esimerkki valaisee algoritmin
toimintaa parhaiten.

Esimerkki 11.2.1. Esimerkin 11.1.2 perusteella tiedetdén, ettd matriisi

A:

N[ =
N = D=
[l e

on positiivisesti definiitti. Etsitdin tdmén matriisin Cholesky hajotelma. Edelld annettua
rekursiokaavaa kidyttadmalld saadaan

h=+an =V1=1,

I _ a1
217[11727
I _aa _1
31_l11 27
1
lag = \/aze — 13 = 1*11*

1 2 1 1
l32 = E (az2 — l31l21) = % ( - ) =

1 1
lsg = yfass =15 — By =\[1- 7 — 5 =

%\% <=

Naiin ollen saadaan

1 0 0
L= 2 o |

1 1 V2

2 2v3 V3

miké voidaan tarkastaa helposti suoraan laskemalla.
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Harjoitustehtavia

Vektorit

1. Muodosta sen tason yht#lo, jonka normaali on (1,—1,2) ja joka kulkee pisteen
(1,2, 3) kautta.

2. Olkoon tason suora annettu parametrisoidussa muodossa x1(t) = 1 + 2¢, z2(t) =
—1+ 2t. Piirrd kuva suorasta. Muodosta suoralle esitys muodossa axy + bxrs = ¢, eli
hae sopivat a, b ja c.

3. Oletetaan, ettd tuotannossa kidytetdin panoksena kolmea tuotetta; tuotteet 1, 2
ja 3. Yksikkokustannukset kullekin panokselle (eo. jérjestyksessi) ovat 7, 3 ja 5.
Maérité kaikkien niiden se panosvektoreiden muodostama hypertaso, jolla panosten
yhteiskustannus on 100.

4. Kuluttajalla on kiytossd padomaa 100 yksikkod. Oletetaan, ettd kuluttaja voi al-
lokoida tdmén varallisuudeen kahteen hyodykkeeseen, médrat = ja y. Hyodykkei-
den yksikkohinnat ovat 1 ja 1/2. Piirrd kuva kuluttajan budjettijoukosta: ne ei-
negativiset médrit x, y, joiden arvo ei ylitd kaytettdviaa piddomaa. Mitkd kolme
hypertasoa rajaavat kyseisen joukon (anna niiden yht#lot)?

5. Alla on esitetty nelja joukkoa vektoreita. Mitki joukot ovat lineaarisesti riippumat-
tomia ja mitk# eivét ole (perustele)?

(a) (2,1) ja (1,2)

(b) (2,1) ja (—4,-2)

(¢) (1,1,0) ja (0,1,1)

(d) (1,1,0), (0,1,1), (1,0,1)

83
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6. Ovatko vektorit (1,1,1,5), (1,2,1,2) ja (1, 3,1, —1) lineaarisesti riippumattomia?

7. Osoita, ettd vektorit u; = (1,1,1),uz = (0,1,1) ja uz = (0,0, 1) muodostavat R*:n
kannan. Esitd vektori u = (—1, 2, 4) néiden kantavektoreiden lineaarikombinaationa.

8. Olkoot x,y,z € R™. Osoita, etti x + (y +2) = (x +y) + z.

9. Laske avaruuden R* vektoreiden (3, —2,0,—1) ja (2,6, 9, 3) vilisen kulman kosini ja
médritd vélisen kulman suuruus.

10. Etsi suora, joka sisiltda suorien 3z — 4y + 7 = 0 ja 6z — 2y — 3 = 0 leikkauspisteen
ja tayttdd seuraavat ehdot

(a) kulkee origon kautta
(b) on yhdensuuntainen suoran 3z — 2y + 7 = 0 kanssa

(¢) on kohtisuorassa suoraa 3z — 2y + 7 = 0 vastaan.

Matriisialgebraa

11. Muodosta seuraavat matriisit:

(a) rivit muodostuvat vektoreista (2,1) ja (1,2)

(b) edellisen kohdan matrisii, josta on viithennetty 2 x 2-yksikkdmatriisi
(c) sarakkeet muodostuvat vektoreista (1,0, 3,0), (2,0,0,1) ja (0,0,3,2)
(d) edellisen kohdan matriisin transpoosi

)

matriisi, jossa diagonaalilla on luvut (3,4, 5,6) vihennettyni vastaavan kokoi-
sella neliomatriisilla, jossa on pelkkis ykkosié.

12. Olkoot
3 0
2 3 1 1 -1 0).
A‘(1 ~2 0)’B_(2 3 2>Jac_ 1 31
Laske (jos laskuoperaatio on mééritelty)
a) A+2B, b)A+C, c¢)AB,
d) BA, e) AC, f) CA,
g) ACA, h)BACija i)ATB.

13. Olkoon
1 2 3 1
2 11 3

a) Minki kokoisia ovat matriisit x ' x, xx', Ax, x" Ax ja xx' A?

b) Laske x"x, xx .

c) Laske Ax, x" Ax.
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14. Mink4 kokoisia matriisien A, B ja C on oltava, jotta lausekkeet
(A+B)C ja AC+BC

ovat madriteltyji? Osoita, ettd t#lloin pédtee (A +B)C = AC + BC.

3 -1 0
A‘(o 1 1>

ositus A = (B C), missd B on 2 x 2 matriisi ja C on 2 x 1 matriisi.

15. Muodosta matriisille

16. Maéritéa esitysmatriisit seuraaville lineaarikuvauksille, eli hae kuvausta F' vastaava
matriisi A siten, ettd F'(x) = Ax.
a) F(z1,x9) = (x1,2x2), b) F(x1,29,23) = (22,0,321 + x3).

17. Maéaritd matriisin C = AB kéa#nteismatriisi, kun A = (g 2) jaB= <S 2)

Yhtiloryhmét ja matriisit

18. Mitké seuraavista yhtéloryhmisté ovat lineaarisia, kun tuntemattomia (eli endogee-
nisia) muuttujia ovat x, y, 27

(a) zz = ay,
(b) ax +y =bz+c?
()

In(a)y + e’z =z

Va+z=z

zr+ay+10c+d=0
cx+by—5d=0

19. Muodosta yhtéloryhmaélle

zr+ay+ 10c+d =0
cx+by—5d=0

esitys matriisimuodossa, eli muodossa Ax = b, kun tuntemattomia (endogeenisia)
ovat

(a) = jay,
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(b) ¢, zjay,
(c) ajad.

20. Kirjoita auki yhtéaloryhmé Ax = b, kun

=i ()

Totea, ettd vektori (—11/2,2) on yhtdléryhmén ratkaisu. Voiko ratkaisuja olla mui-
ta?

21. Piirréd kuva alla olevien yhtdlon méaradmista suorista ja ratkaise yhtalopari suoralla
eliminointimenettelyll&.

—dr+2y=2
3z+9y =9

22. Oletetaan, ettéd yrityksen tuotto on 50000 euroa ennen veroja. Yritys lahjoittaa Pu-
naiselle ristille summan =z, joka vastaa 10% sen verojen jilkeisestd tuotosta. Tamén
lahjoituksen voi kuitenkin véhentéé verotettavasta tuotosta. Verotus suoritetaan si-
ten, ettid ensin yritys maksaa 5% verotettavasta tuotostaan valtiollista veroa (maari
y), jiljelle jadviistd summasta maksetaan 40% osavaltion veroa (mééréd z). Muodos-
ta edelld kuvatusta tilanteesta kolmen lineaarisen yhtialon ryhméa muuttujille z, y ja
z.

23. Olkoon A ki#ntyvi nelismatriisi. Osoita, ettd AT on kisintyviija (A7)~ = (A=H)T.

Vektorialiavaruudet

24. Osoita, etti joukko {x € R3 : x1 + 2x5 + 23 = 0 ja 23 = —3z1 — 222} on R®n
aliavaruus.

25. Onko joukko {x € R?: |z1| > |z2|} tason aliavaruus?

Determinantti

26. Laske matriisin

determinantti kehittdmilld se a) 2. rivin ja b) 3. sarakkeen suhteen.
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27. Laske alla olevan matriisin determinantti:

1 -1 1 1
1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1
1 1 1 -1

28. Perustele determinanttia kiyttamalld ettd vektorit (7,0, e), (0,1, 75) ja (2012, 0,49)
muodostavat R3:n kannan.

29. Olkoon
13 8 6
A=1|-13 -8 —4
8 5 5

Laske matriisin det[(—5AAT)T] determinantin laskusiiintsji kiiyttien.

Matriisin aste

30. Laske seuraavien matriisien asteet.
1 6 -7 3
a)(_21 _24 ?) by [1 9 —6 4

1 3

31. Miten yhtéloparin
y—axr=2>
z+y=1

ratkaisujen méara riippuu vakioista a ja b7
32. Seuraavat viisi matriisia esittdvét lineaarisen yhtéiloryhmén Ax = b kerroinmatrii-

sia. Mité voit sanoa kussakin tapauksessa ratkaisujen méarasta yhtaloryhmélle, kun
a) b = 0 ja b) b on mielivaltainen dimensioiltaan sopiva vektori?

.)14 )140)?411
Dilg 1 i) {4 0 iii
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1

1
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0 3
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33.

34.

35.

36.

Tarkastellaan lineaarista IS-LM mallia:

sY +ar=I"+G
mY —hr =M, — M*.

(a) Madrita yhtdloparin kerroinmatriisi, kun tuntemattomia (endogeenisia) muut-
tujia ovat Y ja r.

(b) Muodosta yht#ls, jonka toteutuessa edelld saamasi kerroinmatriisi on téytté
astetta.

Voidaanko alla olevasta yhtéloparista ratkaista vektori (x1,z2) muuttujan x3 suh-
teen, entd (x1,x3) muuttujan xo suhteen?

—r1+ 32 —23=0
211 — 622 4+ 323 = 0.

Muuta matriisi
1

3 2
01 2
2 0 -2

2
1
0

rivi-porrasmuotoon elementaarisilla rivioperaatioilla. Mikd on matriisin aste?

Tarkastellaan mallia, jossa on kaksi rahoitusinstrumenttia ja kolme mahdollista maa-
ilman tilaa. Jos tila 1 realisoittuu niin instrumentin 1 tuottoon Rj; = 1 ja vastaavas-
ti kaksi muuta maailman tilaa tuottavat intrumentille tuoton Ro; = 2 ja R3; = 3.
Vastaavasti toiselle instrumentille tuotot ovat: Ris = 3, Ros = 2 ja R3s = 1.

a) Muodosta tuotto matriisi R, jonka rivit vastaavat maailman tiloja ja sarakkeet
instrumentteja.

Tila i on vakuutettavissa, jos loytyy portfolio # = (x1,x2) siten, ettd portfolion
tuotto on positiivinen jos tila 4 toteutuu ja nolla muissa tiloissa.

b) Muotoile ylld oleva ehto matemaattisesti.

Voidaan osoittaa, ettd tila ¢ on vakuutettavissa, jos yhtélolla Rx = e; on ratkaisu.
¢) Olkoon y pystyvektori, jonka komponentit ovat a, b ja ¢. Muuta Gaussin eli-

minaatiolla, eli rivioperaatioilla laajennettu matriisi (R : y) riviporrasmuotoon

(yldkolmiomatriisiksi) ja perustele sen avulla, ettd mikéén tiloista ei ole vakuutetta-
vissa. Huom. esimerkiksi y = (1,0, 0) vastaa vektoria eq, jolloin Gaussin eliminaatio
vastaa ylla olevan yhtalon ratkaisemista.



LUKU 12. HARJOITUSTEHTAVIA 89

Kiinteismatriisin laskeminen

37. Maaritd matriisi C, kun tiedetéén, ettéd

c!=

=== O
O = N =
= o = O
=N O =

38. Laske seuraavien matriisien kddnteismatriisit Gaussin-Jordanin algoritmilla.
2 3 Lz a b
a)(_1 4) by|1 1 0 c)(C d)
2 0 4

39. Madrité alideterminanttien avulla (Cramerin séénto kéénteismatriiseille) alla olevan
matriisin kddnteismatriisi.

1 -1 0 2
2 1 00
1 1 2 2
0 0 1 1

40. Laske seuraavien matriisien kddnteismatriisit Cramerin saiannolla.
1 2 3

D1 3) wleae) o)

Yhtiloryhmien ratkaiseminen

41. Ratkaise seuraavat yhtdloryhmét Cramerin sdannolla.
(a)

S5r1+x9 =3
2.1’1—.’132:4

2.’1)1—31}222
4x1 — 629 + 23 =7
1+ 1020 =1
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42. Edella olevan tehtdvian a-kohdan kerroinmatriisin kainteismatriisi ja ratkaise yhté-
loryhmé sen avulla.

43. Tarkastellaan mallia:

(5 ()= (a3

Tuntemattomia (endogeenisia) muuttujia ovat siis Y ja r. Ratkaise tuntemattomat
Cramerin sdannolla olettaen, ettd yhtéloryhmén kerroinmatriisi on kdantyva.

44. Ratkaise Gaussin eliminointimenetelmélld yhtdloryhmé

2x1 +4x9 + 623 = 8
3r1+x9+23=3
41’1 +5£C2 — T3 = 12.

45. Ratkaise Gaussin-Jordanin eliminointimenetelmélld yhtaloryhméa

201 — X0 + x4 = —1
1+ a9+ 223 +24 =5
Ty + 223 + 224 = 4.

46. Luentomonisteessa esitetdén log-lineaarinen kysynté-tarjontamalli, jossa
Qf = K, Py P2y P i =1,2.

Ylla Qf on tuotteen ¢ kysytty méara. P; on tuotteen ¢ hinta, Y on tulotaso. K; koko-
aa kaikki analyysin ulkopuolistet muuttujat (eksogeeniset muuttujat), jotka vaikut-
tavat kysyntiin. Tarjontafunktiot vat Q5 = M; P]*, i = 1,2 Tasapainossa Q¢ = Q3,
i = 1,2. Olkoon tuote 1 vientisektorin tuote ja oletetaan, ettd laman torjumisek-
si hallitus tukee vientid prosentuaalisella tuella korottamalla markkinahinnan P

arvoon (1 + s)P;. Tuella ei ole vaikutusta kysyntéén.
(a) Kirjoita malli lineaariseen muotoon ottamalla logaritmit kaikista yhtélsisté ja
kirjoita malli kahden yhté&lon lineaarisena mallina.

(b) Ratkaise malli esimerkiksi Cramerin sdannollé ja analysoi tuen vaikutusta mark-
kinahintoihin kummankin tuotteen osalta.
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Ominaisarvot ja -vektorit

47.

48.

49.

50.

51.

52.

Totea, ettd vektori (1,0, —1) on ominaisvektori matriisille

1 0 2
0 5 0
3 0 2

Osoita muodostamatta polynomiyhtdlod, ettd matriisin

5 2
2 8
ominaisvektorit ovat (1,2) ja (—2,1). Mitki ovat vastaavat ominaisarvot?

Jos 2 x 2 matriisin A ominaisarvot ovat A\; ja Ay sekd vy ja vo niitd vastaavat
ominaisvektorit, niin voidaan méaaritella

A
€A — (Vl Vz)_l (601 69\2> (Vl V2) .

Laske e edellisen tehtiviin matriisille.

Laske ominaisarvot ja ominaisvektorit matriiseille

00 —2
a)(:; Z) by (o 7 0
1 0 -3

(a) Laske matriisien

30 1 2 . 30
A= (1 5) me(h D) me-( )
ominaisarvot.
(b) Laske a)-kohdan matriisille B ominaisvektorit, diagonalisoi B ja esiti diago-
nalisoinnissa tarvittava kuvaus/matriisi P, jolla A = P"'BP, missi A on B:n

diagonaalimuunnos.

(c) Esité yleinen ratkaisu differenssiyhtéilolle zy1 = Czg,

Yhdysvaltojen ty6ttomyystilastoista on estimoitu Markov-prosessi suhdannevaihte-
luille (Hamilton 2005). Mallissa on kolme tilaa: normaali kasvu (tila 1), lievé taan-
tuma (tila 2) ja taantuma (tila 3). Markov-matriisi on

097 015 0
M=1003 077 05|,
0 0.08 0.5

missé rivin ¢ ja sarakkeen j luku kertoo todennékoisyyden, jolla seuraavan kuukau-
den tila on ¢, kun edellisen kuukauden tila oli j. Yksi matriisin ominaisarvoista on 1,
totea tdma ja laske vastaava ominaisvektori. Kaksi muuta ominaisarvoa ovat 0.848
ja 0.392. Voit padtelld ominaisarvoa 1 vastaavasta ominaisvektorista jotain prosessin
kéyttdytymisests ilman, ettéd lasket muita ominaisvektoreita — mité voit padtella?
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Definiittisyys

53. Maardd seuraavien matriisien definiittisyys:
1 1 5

) oy z) o6

54. Kirjoita neliémuotojen
a) 1622 + 9y + 24zy, b) xy, c) 2> +y? +22+ay+yz+az
esitysmatriisit, hae niiden ominaisarvot ja méérittele definiittisyys.

55. Yritys valmistaa kahta tuotetta. Olkoon x ja y ndiden tuotteiden méarét. Tuotteiden
yvksikkohinnat ovat 4 ja 7, jolloin tuotto méédristd = ja y on 4z + 7y. Tuotantokus-
tannus madrille 2 ja y on x + 2y + 322 + 4y% — 2zy.

a) Muotoile yrityksen voittofunktio muodossa a - x — x " Ax, missi x = (z,y) ja
a € R? on sopiva kerroinvektori ja A on sopivan kokoinen esitysmatriisi kustannus-
funktiossa esiintyville neliomuodolle.

b) Méiritd A:n definiittisyys.



